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RESUMEN

En cl dmbito de las tablas de contingencia bidimensionales de dos niveles por fac-
tor se pueden considerar distintos modelos o disefios a la hora de llevar a cabo un con-
traste de independencia. En este trabajo se trae a colacién uno de ellos, el disefio de
frecuencias fijas de un nivel de un factor, no suficientemente tratado en la literatura es-
tadistica al uso, no considerado por los potentes paquetes informéticos de orientacién
estadistica, y, sin embargo, con un nada despreciable potencial de aplicabilidad en el
campo social y, concretamente, en el econémico.

N el tratamiento tradicional de tablas bifactoriales con dos niveles

en cada factor se han venido utilizando, tradicionalmente, los esta-
disticos Ji-cuadrado y de razén de verosimilitud como instrumentos
para el cilculo aproximado de la «probabilidad exacta» en el contraste
de independencia entre los dos factores involucrados en la tabla bi-
factorial. Y ello independientemente del disefio establecido en la
misma‘”,

Ahora bien, resulta evidente que el procedimiento de contrastacién
de la hipétesis de independencia estd en funcién del disefio de la tabla
Yy que, por consiguiente, variard en funcién de las frecuencias que en
ella se consideren fijas: los totales marginales de ambos factores, tni-
camente los de uno de los factores, el total muestral, etc. Estos disefios
han sido tratados por la literatura estadistica relativa al analisis de da-

(1) Un tratamiento comparalivo de ambos estadisticos puede verse en RUIZ-MAYA PEREZ,
L., MARTIN PLIEGO, J., MONTERO LORENZO, J. M., URIZ TOME, P., LOPEZ OR-
TEGA, 1. (1990): «Metodologia Estadistica para el Anilisis de Datos Cualitativos». C.1.S.
(en coedicién con el B.C.L.). Madrid, pag. 106.
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tos cualitativos, habiendo sido propuestos distintos estadisticos para
llevar a cabo la contrastacién de la hipétesis de independencia®.

En este trabajo se abordard un nuevo modelo o disefio de experi-
mento, expuesto por Kudo y Tarumi®, en el cual las cantidades fijas
son las frecuencias de uno de los niveles de uno de los factores. El ob-
jetivo que se pretende es doble: por una parte, y como objetivo priori-
tario, la divulgacién de un estadistico de contraste que permite llevar a
cabo, de manera rapida y cémoda, el contraste de la hipdtesis de inde-
pendencia en el disefio considerado, pues los paquetes estadisticos al
uso no contemplan esta situacién; por ofra, dejar constancia de que
este disefio parece tener un considerable potencial de aplicacion en el
campo social en general y en el econémico en particular por cuanto,
para determinadas situaciones, podria constituir una alternativa al con-
traste de diferencia de proporciones.

Para corroborar esto tltimo, y con fines meramente ilustrativos,
véase c6mo es el disefio con el apoyo de un ejemplo de claro contenido
socioeconémico™.

Supéngase que, para la expendeduria en vias piiblicas de un deter-
minado producto, se dispone de dos tipos de maquinas, debiéndose se-
leccionar una de ellas para implantar en el mercado. Se desea contras-
tar si la bondad del funcionamiento es independiente del tipo de ma-
quina o, por el contrario, una es mejor que la otra. Para llevar a cabo
dicha seleccién es experimenta con ambas mdquinas, anotindose el
nimero de operaciones correctas de cada una de ellas antes de que ten-
gan el n-ésimo fallo. La tabla de contingencia de orden (2 X 2) que sur-
ge del experimento presentard la siguiente configuracion® (tabla 1),
donde:

" a) N, representa el nimero de servicios realizados correctamente
por la maquina expendedora A antes de cometer el n-€simo fallo.
b) N, representa, andlogamente, el nimero de servicios realizado
correctamente por la médquina expendedora B antes de cometer
el n-ésimo fallo.
¢) Todos los totales marginales menos uno son libres de variar. Por
supuesto, el total de la muestra también es libre de variar.

(2) Véase RUIZ-MAYA PEREZ, L., MARTIN PLIEGO, J., MONTERO LORENZO, J. M.,
URIZ TOME, P. (1995): «Andlisis Estadistico de Encuesta: Datos cualitativos». A.C. Ma-
drid.

(3) Véase KUDO, A.,, TARUMI, T. (1978): «(2x 2) tables emerging out of different chance
mechanisms». Communications in Statistics Theory and Methods, A7 (10). Pdgs. 977-986.

(4) Otras ilustraciones de la aplicacién de este disefio en ¢l campo econémico pueden verse en
RUIZ-MAYA PEREZ, L., MARTIN PLIEGO, J., MONTERO LORENZO, I. M., URIZ
TOME, P. (1995): «Andlisis Estadistico de Encuestas...». Op. cit. Pigs. 98 99 y 148 a 157.

(5) Figuran en mindscula las cantidades fijadas de antemano y en maytiscula aquéllas otras sus-
ceptibles de variacion. Ademds, se ha dado el mismo valor a ny, y 1y, puesto que este es el
caso general en el 4mbito econémico.



TABLA 1.

A ny=n Np N,

B Ry =nh sz NZ
Total n,=2n Ny N

Las variables N); y Ny, representan, en un fenémeno dicotémico
como es el que nos ocupa, el niimero de éxitos antes de obtener el n-
ésimo fracaso. Siguen, por tanto, una distribucién binomial negativa.

Nu-*)BN(ﬁ!]] =R, PA)
Nz = BN (ny) = n; Pp)

siendo P4 la probabilidad de funcionamiento incorrecto de la midquina
Ay Pg lade la expendedora B.

La probabilidad de obtener con este disefio experimental unos de-
terminados resultados o, lo que es lo mismo, una determinada tabla
(2x2),es:

P [Niy=ni3; Npy = npl =

mp+nm—1Y 5n na +nm— 1\ o,
= P (1= Py)te Pp (1 — Pg)'=
{ iy J P | 4) [ . J 5" ( )

siendo ny, y ny, las frecuencias observadas en dichas celdas, y estando
111y ng) fijados de antemano,

Bajo la hipétesis nula formulada Hy: Pao= Pg =P

P [Nia=ny3; Noy = ny] = [n“ Tz 1] {nﬂ o IJP"" (I-p)
ny2 Ny

Llegados a este punto, la dificultad estriba en el desconocimiento
del pardmetro P, pudiéndose tomar dos caminos para llegar a su esta-
blecimiento: estimacion del mismo o eliminacién del pardmetro condi-
cionando dicha probabilidad a que N., = n.,. Optando por este tltimo
procedimiento se tiene que

P[Nz=ns]=
2 {n]l +n]2_' 1 JP;“ (1 _PA)nlz [’121 +(n.2_—n]2) - IJP‘;ZI (1 —PB)”'Z_”‘Z
iz Ra2—ni

np=0

que se transforma, bajo la hipotesis nula, en
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PNy=nd =Y [ e : J("’“ et =m) = 1)P"~' (1P

Ko M2 na—Hi

Entonces:
P[N;y= na/Na= nal =

[n” +npp—1 )(’TZI +ny—np—1 lP,._l (1—P)

nia Ra—Hy2
ny
z (n“ +n2—1 ][I’m +ny—np—1 )Pn,. (1—P)"
=0 n2 Ny —ni

y como:

ny

2 (n“ + Ry — 1 ][ﬂg[ +ny—ni2— 1 }_[n“ +ny +na— IJ
o Ry na— N na

np=

finalmente, la probabilidad de una determinada tabla (2 x 2) condicio-
nada a que N.; = n.; se obtiene, en este modelo, como

[”ll T = 1](1’!11 +Hy + 12— 11
P [N12 = an/NQ = ”.2] = Nz Ra— N

ny+hy+ns— 1
na

estando 7y Y na; establecidos de antemano y fijando el total marginal
N.pen n.g.

Se puede apreciar que en la expresion obtenida ha desaparecido el
pardmetro P, por lo que los contrastes llevados a cabo mediante la an-
terior expresion serdn tests «exactos», en el sentido de que no depen-
den de ningtin pardmetro desconocido.

Una vez deducida la expresién que permite calcular la probabilidad
de ocurrencia de una tabla bifactorial de dos niveles por factores en
este tipo de disefio, el procedimiento de contrastacion se lleva a cabo
mediante la obtencién de la probabilidad de ocurrencia la tabla obser-
vada y aquéllas otras que se alejan tanto o mds que ésta (en la direc-
cién marcada por la hipétesis alternativa) de la hipétesis de inde-
pendencia, y la posterior comparacion de esta probabilidad con el nivel
de significacién prefijado. Si lo supera no se rechaza la hipdtesis nula
formulada. En caso contrario se considera que la evidencia empirica en
contra de dicha hipétesis es suficiente como para rechazarla en favor
de la alternativa.



El problema que surge es que si las frecuencias observadas 13 y 12z
son grandes y no excesivamente asimétricas, el volumen de cdlculo
que requiere el computo de la suma de probabilidades que vamos a en-
frentar al tamafio de la regién critica prefijado puede resultar muy la-
borioso y tedioso, no estando disponible, por otra parte, en los paque-
tes informéticos de cardcter estadistico habituales. Por ello, se propone
un procedimiento para calcular dicha suma de probabilidades de mane-
ra instantanea y con un error practicamente despreciable.

Una aproximacién a dicha probabilidad (utilizando la metodologia
tradicional Ji-cuadrado) puede obtenerse de la manera que a continua-
cién se expone. Ny, bajo la hipétesis de independencia y con la condi-
cién de que N., = n.y, presenta las siguientes caracteristicas:

nn

A
E(N2/Na=nj)=
na

_hpnpnan

A
V (Ny2/Nao=n,) =
(N12/Na=n3) 2+ )

Tomamos el caso general en este tipo de disefio ny; = na, para que,
entre otras cosas, el lector pueda establecer algin tipo de comparacion
con el contraste de diferencia de proporciones. La probabilidad de ob-
tener la tabla observada o aquellas otras que se alejan de la hipétesis de
independencia tanto o méds que ella vendra dada por:

A A
P[|Niy—Ep| 2 [np-En|l=
A A A A
P[Niy—Enp<|np—En|l1+P[Np—-Ep2 |nia—Ep|1=
A N N A
P[Np<En—|nn—En|1+P[No2 Ep+ |12 — Eal ]

A
ngn . ., .
donde Ej; =12 es la estimacién de la frecuencia esperada en la
n,

celda (1;2) bajo la hipétesis de indepfgndencia y con la condicién de
que N, = n,, de tal forma que si njz < Eis

AN N A P
P[NIZSElz—li’llz—E12|]+P[N122512+|n12—Elzl]:
A A N A
P[Nu<Ep+@mia—En)]+P[Na2Ep—(na—Ep)l=
A
P[NizSnpl+P [Nip22 En— il
Fas
y si, por el contrario, ny; > Eia.
P A A N
P[Nnu<Epn—|np—Ep|]1+P[INe2Ep+ |ni2— Enl1=
A A A A
P[N2<Ep—(na—Ep)]+P[NoZEp+(np—En)l=
A
P[N2<S2E;p—np]+P[Npa2np]
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Ahora bien, la distribucién de probabilidad de N, es de caricter
discreto y, con objeto de calcular la probabilidad buscada de manera
rapida, conviene aproximar su distribucién a través de una ley conti-
nua. Por ello, serdn mds précticas las siguientes expresiones:

A
A) Si nj; £ Ej; aproximamos la «probabilidad exacta» mediante la
expresion

A
Pexacm=P{Nm Snm*’%i""lp{fvu 22E12—”}2—%j|

Si en ambos sumandos y en ambos lados de la desigualdad resta-
mos el valor esperado bajo la hipétesis de independencia de N, eleva-
mos al cuadrado dichas diferencias y dividimos por la varianza de di-
cha variable (recuérdese que la esperanza y varianza de esta variable se
obtuvieron bajo el condicionamiento de que N, = n.,) se llega a que:

A 1
(nl?. —Ep+ 5]

ANRIARIERL
i (ny+1)

2

2
Peaca =P X1 2

A
B) Si njy > Ej,, entonces la «probabilidad exacta» se aproximara
como sigue

A
Pexacm=P|:N12 €2 By mﬁﬂw[mzzmrﬂ

y procediendo de manera andloga se llega a

7 1
(nlz— E\;— 5]

My No R
ni (ny+1)

2

2
Pexacm = P X,] 2

Podemos unificar ambas situaciones sin més que establecer que, in-
dependientemente de que nos encontremos en la tesitura A o en la B,
se puede aproximar la probabilidad exacta a través del estadistico

“ 12 ni it
(1”12 —Ep| ——] (lan ny—ny ol Hﬁ'} (ni+1)
X%f: 2) _ 2

iyl g nypng Nz h
n4(n,+1)

teniéndose que

Pexﬂctu =P (X% 2 Xi: )



TABLA 2.

""" Operacién Fallida
- :::::::_S_I_“» e NO |
4 6
B 2 34 36
Total 4 38 2

Veamos, utilizando el ejemplo anteriormente expuesto, la aplica-
cién del estadistico anteriormente deducido en la aproximacion de la
«probabilidad exacta». Supongamos que los resultados que se obtuvie-
ron fueron los que a continuacién se exponen que, si bien pueden pa-
recer poco realistas, evitan un interminable proceso de cdlculo de la
probabilidad exacta sin pérdida alguna de la rigurosidad del anilisis
(tabla 2).

En funcién de lo anteriormente expuesto, las tablas que se alejan
mads que la expuesta de la hipdtesis de independencia (en cualquier di-
reccién y con el condicionamiento de que el nimero de operaciones fa-
Ilidas de las dos expendedoras sea 38) son aquéllas en las que Nj; <4 0
bien Nj, = 34. Las probabilidades de estas tablas, con los condiciona-
mientos anteriormente expuestos son las que se exponen en la tabla 3.

El valor muestral del estadistico de contraste es:

4V
[[4-4-2.3& EJ 4+1)

2 _ —
o 2.2.38.42 Sail
TABLA 3.

2 2 0 38 0,0037
2 2 I 37 0,0071
2 2 2 36 0,0104
2 2 3 35 0,0135
2 2 4 34 0,0164
2 2 34 4 0,0164
2 2 35 3 0,0135
2 2 36 2 0,0104
2 2 37 1 0,0071
2 2 38 0 0,037

Total 0,1022
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con lo que
Peyaca = P (%% 2 2,6347) = 0,1045

pudiéndose apreciar claramente la bondad de la aproximacion.
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