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I. EL CAMPO DE Ll1 MATEMATICA MODERNA

EI tdrmino matsmátlca moderna tendrd dlferente aigni•
flcado para personaa dtatintaa. Aqul uaamoe eae tórmino
para rafsrlrnos eaenciatmente a las idsae matemáticas
deaconocidas (o no ampllamente aceptadea) hasta hace
unos clsn años y que hsn adquirtdo gran deaarrollo en los
últlmoa cinousnta aiioe.

Entre eatae Ideae eon notablss loe fundamentoa lógicoa
de las matemdticaa, sl dipebra ebatracta, la lógica aimbó-
Uca o álpebra ds propoalcionee, la twrla contempordnea
de la probabilidad y dsduĉción estadfetica.

Más aspscislmsnte, eets nuevo sntoqus se refiere al
desarrollo hlatórico ds loe alatemaa de numsraclón; a la
evolución dsl concepto ds n ŭmero; el papel ds los poatu-
tadoe y dsfiniolonea sn las matsmátlcas; a la generali-
zaaión, abetracción y farmalismo; a la naturaleza de la
demoetraclón matemdtica; a la Intultiva twria de loa con-
juntos; • loe efmboloa, rolacionea y opsraolonee; a la baae
1ó^ica del alatema ds númeroe; a la medición; a tae apro-
ximaoionee; s laa variablas y func!onas; a loa conceptos
satadlsticoe.

Eeb svoluolón rápida de la cfencia matsmdtica, el dea-
arroUo conaid^rable ds sua diveraaa ramaa, tanto aqueltea
que Intereean a las aplicacionee de laa clenciea f(alcaa,
humanas y wonómtcas, aomo a las partea máe profundas
de laa invsatigaclones teórtcae, han creado un psligroao
hiato entr^ la ciencia vtviente, es decir, entrs Is ciencia
qus ae hace y ta clencia que ae enseAa en lea claaes.

Eats dsetaas sa ciertemsnte fnevNable entre la formu-
lactón audaz de laa nuevaa ideae, que psrmltsn proqresar
a la Invaetigación, y la utllización psdagógica ds algunaa
de eatas ideaa, qus se consideran fscundaa y aaimllablea
a un nivsl determinado de la formaclón de los alumnos.
Aunque eate dsafa:e no slgniflqus rstraeo o escterosls
^de la enseMnza.

Psra que los buenoa efectoa ds laa nuevas Ideas ae
, hagan aentir en las claaes, evidentamente es necesarlo,

en primer lugar, que loa protesores están exactamente In-
formadoa sobre ei progreao de taa matemáticas.

Adamáa sa neceaita que una experimentación pedagó-
gica permite extraer las grandea Ilneas de una concepción
didácttca, que ceda proteeor adeptará entonces a las con-
diclonea en que ae encuentra para anseñar.

Tamblbn ea neceaario que este trabajo nunca se con-
sidere acabado; la ciencia contínúa su vída; otras ideas,
mda tecundaa aún, exipirán nuevas reviafones de los co-
nocimisntoa adqulridoa y de los mátodos usados.

Ee Igualments Indiapensable:

1" ^ue un público más amplio que el de los solos
especielistas eatá informado de esta evolución de las
Ideaa y de ta profunda reforma de la enseñanza de las
matemdtiCas que aqudlla motiva, para evitar que los pa-
drea se opongan a que sus hijos sigan esta nueva orien-
tación en la adquisición de los conocimientos mate-
máttcoe.

2.° EnssHar laa matemáticas siri separar artiticialmen-
te el aapecto "puro" y el aspecto "aplicedo". Este es un
punto extrsmedamente importante. Hay que multiplicar las
motivaclonee realea en el aprendizaJe del pensamiento
matemgtico^y conaegulr el mayor número posible de es•
pfrttua aptoa para captar to que puede ser matematizado
en una situación real y observar la syuda matemática que
se puede sportar.

3° Enseñar lae matemdticas de manere dinámfca, man-
tenlendo conatentemente en actividad la Inteltgencia de
los atumnos para que aquélla se desarrolle y fortifique.

LQub cauaaa han originado la matemdtica moderna?
ZCudl ee la baae común a todas sus ramas4 Respondere-
moa brevements a setas doa cueationes.

La metemdtica moderna ha surgido como superación
de la matemdtica cldaica para atender y poder resolver
cueationes oriqinadas en los más dlversos campos de las
matemdticas y que la matemática clásica no podia resol-
vor. A Is matemdtica moderna corresponde, en efecto, Io-
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prar una fundamentacibn y aistematizacibn precisa pare
el eatudlo de loa conJuntoa en que se definen las opera-
cionsa y, aobre todo, laa reqlas de cAlculo en aqublloa.

Porque en peometrta y en an811a1a, en el célculo dlfs-
renclal e Intepral, ss opera en realidad sobre conJuntos
Infinltoa. Y cualquiera que deaee conocer a tondo laa
divsraea ramea de laa matemáticaa debe aaimilar la tsorta
de loa conjuntos, que es fundamento común.

Clertsa ideea en matemd^ticas, a causa de au eatera de
accibn y ssncillez, conatituyen manantialea de incalculable
riqueza. Le teorta de los conJuntoŝ, qua es una de talea

Idsaa, 1ue desarrollada por Jorps Cantor ( 184ti-1918), fl-
Ibsofo y matemático alemén, profeaor de la Unlveraidad
de Halle dssds 1878 al 8 de ensro de 1918, en que
murib.

Pocoe conceptos en loa últlmoe cian afloa han produ-
cido tan pran impacto aobrs las matemáticaa como la
nocibn de conJunto. La tsoria de loa conJuntoa ha con-
tribuido e eatablacer una base, que aciara y unifica las
matem8ticas, ya deaarrolladas. 3uminfstra un lenpua)e y
un aimboliamo qus le permite utllizar lo clAalco y lo
nusvo, examinar concsptos ya conocidos y conaiderar
nuevos e interesantes descubrimlentoa de la matemAtica
superlor.

Pues mediante la teorla de loa conjuntoa se çeneralizan
las reqlae de cAlculo para loa números finitos más allá
de au dominlo. Y ae puede calcular con los conJuntoa
infinitoa, aplicando loa mtsmos mbtodos que para loe
conJuntos finitoa.

Merced a atçunaa noclonea bien definldas, talea como
ia correapondencla biunivoca, ta potencia de un conJun-
to, su numerabilidad, etc., para la teorta de loa conjuntoe
no exiate barrera fundamental entre el finito y el infinito

matemático y noa permlte comprender loa pradoe del In-
tinito.

Como eJemplo de la utilidad de la teorle de los con-
Juntos y de cbmo la matemática moderna resuyve cuea-
tionea que paracen in}antilea, pero que la matem8tica
no de respueata satisteotoris, hapamoa eatas preçuntas:

LHay máa números enteroa que númeroa parea7

ZUna recta ilimftada contiene méa puntoa que un seq•
mento de recta7

LUn plano contiene menos puntoa que ei eapacio7
ZEI conjunto ds los númeroa racionales es mayor o

menor que sl conJunto ds loa númsroa irracionalea7

LQué atpnifican los a(mbolos: oo + 6, oo . 9, o0 27
La teorta de toa conJuntoa permite dar a estas y a otras

cusstionsa reepuestaa claras y preclaaa matemáticamsn-
te. Pues la taorta de los conJuntoa, que tlenen por punto
ds partida coaas fntuitivas y concretea, as eleva, sin em-
barpo, a un elto nivei de abatraccibn.

EI renovador de ta ensehanza de la matemática en
Europa, Papy, protesor en la Univenldad de Bruselaa, al
tsrminsr una conferencla que dio a un grupo de profe-
sorea en Paris fiacs muy pocos allos, Isa diJo: "Vosotros,

que durante muchos años habéis explicado matemátfcaa,
ahora tenela que volver a empezar a estudiar." Lo cual
es clsrto; primero, porque hay que abandonar, en clerta
medida, procedimientos y métodoa tradiclonalea a qus
nos hemoa acostumbrado deade la infancla; sepundo, por-
que hay que adquirir otroa nuevoa, pero que sin darnoe
cuenta de ello, al principlo de nuestra renovecibn, loa
suatituimoa por loe entiquoa en la reaoluc)bn de Ias cusa-
tionee y problemas.

Pero la renovaclón es necesarie.

II. BASES DE LA GEOMETRIA MODERNA

11.1. Oeometrla abatracta

Durante unos mil trescientoa eños siqulentes a ta sra
de los matemáticoa çriegos nada de çran Importancla se
Ilevb a cabo, hasta que a mediadoa del alçlo XVII Deacat•
tea fnventb la peometr(a analitica.

Tan importante fue esta invencibn, que conduJo a loa
comienzoa de la matemática moderna (célculo y anáilais),
y fue eclipaeda por un deacubrimlento, aún máa trascen•
dental, hacia mediadoa del aiqlo XIX, el de la peometrta
no-euclldea, Ilevada a cabo, en rApida auceaibn, por Oanaa,
Lobechevaky y Bolay.

81n entrar en detalles, basta dacir que eate deaarrollo
ea quizá uno de loa mayorea loflros de la Inteliqencia
humana; Ilberada da lea reatrlcclonea dal postulado de
la parals/a permlte, al l)nelizar e! a/g/o, hacer de /a gso-
metrla un alateme, baaado en poatuladoa abatractoa, com•
pletamente lorma/ y /dg/camenie rlguroso.

Este avance ae debió al trabajo plonero, entre loa años
1890 al 1900, de Paah, Peano, Hilbert, Veblen, Huntinqton
y otros. ^

AI dletinpulr entre geometrle concrete o Na/ca, por una
parte, y geometr/a ebatracta o tormal, por otra, hemoa
de notar que cuando la mente çenerallza experlenclaa,
alpuna abatraccibn puede tamblén tensr lupar. Aun no-
cionea aparantemente senclllaa, tales como la de una
Itnea recta, puedsn conducir a una Interpretacibn Ideal
o de pure abatreccibn.

Aal, una Itnea recta no tlene anchura, nl ^spesor, nl
peao, nl extremoa.

No hay Ifneaa rectas. Formamoa ideas acerca de estaa
imposibllldadea no exiatentea y laa trazamoa en papsl,
pero no exlsten.

AnáloQamente sucede con el punto: bate no tlane ex•
tenalbn, nl •exiatencia, ni definición.

Toda clenc/a matemática o alatame exlomátlco comlen-
za con un número relattvamente pequefto de palabras
qw ee deJan indefinidaa, aunque podemoa deeear expli•
cartaa o Intsrpretarlea Intultivamente. Aunque no se dan
d+eiiMclonea formales de eataa palabraŝ , ain embarpo
est6n suJetae e laa reatricclones Impuestae aobre ellae por
loa poatuladoa dadoa dsspuba.

En eate punto debs entenderse que ta elecclbn de t1r-
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minos indefinidos, como también la eleccibn ae ios pos-
tulados, puede estar determinada por ciertas cond(ciones
que qulzá puedan hacer v!olencia al sentido matemático
de adecuación, pero las cuales se conciben juatificables
por motivos pedagógicos. Asi, ei matemátlco maduro está
decidido a reducir a un minimo el número de términos
fndefinidos y da proposiciones no demostradas.

Pera bien puede aer que el prl»clplante no maduro
se beneficie absteniéndose de tai rigor matemático por
ei momento y adopte aigunos postuiados adicionaies al
princípio, aunque estos postulados puedan derivarse de
los otros.

TenLendo presentes estas consideraciones, sugerirnos
la siguiente lista de términos indelinidos y postu/ados
para poner la geometria plana elemental sobre una base
ripurosa razonable para el principiente.

TérmJnos lndetinldos

1. Punto. 4. Sobre. 7. igual.

2. Recta. 5. Entre, 8. Congruente.

3. Plano. 6. Número 9. Distancia.

Postu/ados

P.1. Dos puntos dtstintos determinan una recta.-Es
decir, dados dos puntos distintos. A y B, existe una recta
y sólo una que contiene ambos puntos.

P.2. Dos rectas distintas tienen, a/o m8s, un punto

comtin.-Este postulado no dice que dos rectas distintas

deben tener un punto común. Pueden no tener punto al-
guno común; pero si lo tienen, no será más que uno.

P.3. Toda recta puede ser provfsta de escala gradua-
da -Cada punto de una recta puede numerarse de modo
que los valores absolutos de los números diferencien las
distancias medidas.

P.4. Toda recta tiene dos lados.-Una recta separa
o divide el plano en dos partes; del mismo modo, un
punto sobre una recta divide a ésta en dos partes, Ilama-
das rayos o semlrrectas.

P.S. Todo cJrculo puede ser provlsto de una escala
graduada.-Todos tos rayos que tienen el mismo extremo
pueden numerarse de modo que los números diterencien
los ángulos medidos.

P.6. Un triángulo está determinadó cuando se dan
dos ángulos y el lado común ("a, I, a" ).

P.7. Un trlángulo está orSierminado cuando se dan dos
ledbs y el éngulo compnandido ("I, a, I" ).

P.B. Par un punta fuera de una recta exiate una y so/o
una recta paratela a/a dada.-És dectr, dos rectaa que ae
cortan no pueden ser ambas paratelas a ta mísma recta.
Ests as el tamoso Postulado de la parale/a.

11,2. Los lundamentos de la geometr/e

Una de ias principales contribuciones al desarrollo de
ia geometrta moderna fue la publicacíón de los Punde-
mentos de la geometria, por Davtd Hilbert, en el año 1899.
Su base de postulados de la geometria ha ilegado a ser
clásica. Es extraordinariamente rigurosa.

Hilbert emplea sólo cinco términos indefinidos: punto,
recta, sobre, entre y congruente. Después enuncia qufnce
postulados. Los dos primeros son esencialmente los mis•
mos P.1 y P.2 anteriores.

Los cuatro inmediatos sigulentes se refieren a las no-
ciones de orden y estar entre. Aquf es donda se corrige
la evidente endeblez lógica de Euclides. Estos cuairo
postufados son como sigue:

1. Si un punto C esfá entre los puntos A y B, enton-
ces A, 8 y C están todos en la mJsma recta, y C está entre
ByA,yBno está entreCyA,yA noestáentreCy B.

2. Para dos puntos distintos cua/esqulera A y B hey
siempre un punto C, el cual está antre A y B, y un pun-
to D, el cual es tal que B está entre A y D.

3. Si A, 8 y C son tres puntos dlstintos sobre /a mis-
ma recta, entonces uno de los puntos está entre los otros
dos.

4. Una recta que corta a un lado de un trléngulo, pero
que no pasa por cualquiera de los vértices del trlángulo
debe cortar a otro lado del triángulo.

Estos cuatro posfulados implican:

a) La extensión indetinida de una recta.
b) La existencia de un número infinito de puntos ®n

una recte.
c) Aue los puntos sobre una recta estarán en orden

'consecutivo y no en orden ctclico.

EI cuarto postufado evita las dificultades lóglcas que
se presentar(an en ta demostración de rauchos teoremas
de no tener este postulado expitcito. ,

Los seis postulados inmediatos se refieren al concep-
to de congruencia. Son bastaríte técnicos y refinados y no
los eatudfamos aqul. Baste decir que estos seis postu-
lados vencen las dificultades lógicas, originadas por las
ideas de movimiento rfgldo y superposición, tan amplia-
mente usadas en los desarrollos menos rigurosos de
geometria.

EI postulado trece es el postulado de la paralela.
Los dos postulados últ[mos se refieren al concepto de

continuidad de una recta. Técnicamente establecidos,
eatos dos postulados podrian reemplazarse por un solo
postulado, propuesto por otro matemático aiemán, RI-
chard Dedekind, y qua puede enunciarse como aigue:

Sl todos /os puntoa de una recta caen en dos conjun-
tos, ia/es que todo punto dél prJmer conJunto está a la
Izqulerda de todo punto del segundo conjunto, entoncea
ex/ate uno y só/o un punto que crea esta dlvls/dn en dos
conjuntos, esto es, Corta a/a recta en dos partes.
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Este cdncepto de continuidad hace posible la Idea de
medida. También nos permlte establecer una correspon-
dencia, uno a uno, entre el conjunto de los números rea-
les y el conjunto de puntos de una recta, haciando asl
posible la geometria anal(tica.

III. INICIACION AL ESTUDIO DE LOS VECTORES

IIL1. Vectoros-llla y v®ctorea-co/umna

Un vector es un solo objsto que necasita varios nú-
meros para describirlo; por conal^uiente, viene dado por
una Iista de números, Ilamados sus componentes. Estos
pueden escribirse en fila o en columna, por ejemplo:

3
(3 5 O) o bien: ^ 51

Ol

AI primero se le Ilama vector-tlla, y al segundo, vector-
columna; algunas veces es conveniente usar las dos cla-
ses. EI orden de los componentes es importante: (3 5 0)
no es el mismo vector que (3 0 5). Para un geómetra
o un matemético técnico o un fisiĉo, los números ordi-
nariamente serán distancias o coordenadas, de modo
que un vector es una especie de indicación de caminar
cierta distancia en una dirección definida: (3 -1 0)
significaria caminar 3 unidades en el sentido positivo del
eje x; 1 unidad en el sentido negativo del eje y; y 0 uni-
dades er► le dlrección del ejé z. Para un algebrista un

vector puede significar eso mismo, pero puede también
ser cualquier lista de números. (3 5 0) puede significar:
3 empanadas, 5 peras y 0 plátanos ó 3 hombres, 5 niños
y 0 mujeres o también 3 libros, 5 bolfgralos y 0 láplces
o cualquier otra cosa que a un matemático le parezca
conveniente o necesario.

Un vector es ast una clase particular de matriz; un
vector-fila con n componentes es una matriz 1 x n; un vec-
tor-columna con n componentes es una matriz n x 1.

111.2. Sumas

Supón qua vas a una tienda y compras 3 manzanas,
4 naranjas y 5 plátanos. Tu compra puede describirse
como (3 4 5). SI también va tu hermano y compra
4 manzanas, 2 naranjas y 1 plátano, su compra es:
(4 2 1). La compra total es 7 manzanas, 6 naranjas y
8 plátanos, esto es: (7 6 6). Por consiguiente, podemos
escribir:

(3 4 5) +( 4 2 1) _(7 6 6)

Los elementos individuales se Ilaman componentes del
vector, y se dice que /a suma de dos vectores es el

vector cuyos componentss son las sumas de sus respec-
tivos componentes.

Un vector es una especie de inventario.
Se tratan los vectores-columna de la misma manera.
Se define:

(U, l/Z Ih) + ( Vl V1 VJ) ^ lu1 Vl u3 V3 UJ 3,);

u, Iv, u, + v,
u: + { v: ^ = u: + v: ^
u, 1 v, u, + v,

111.3. Mu/tlpllcaclón por un ao/o número

SI dos peraonas van a la tlenda y cada una efectúa 81
mismo vector-compra dé 3 manzanas, 4 naranjas y 6 piA-
tanos, entonces es evidente que su compra total es:

2 x(3 4 5) _(8 8 10)

En palabras: un vector se multlpllca por un número
cuando cada componente estú mulflplicado por ese nú-
mero:

kx (v, v, v,) _ ...?

v,
kx (v, =...7

` ^a

Esta propiedad y la de la suma son las propiedades
esenciales que pueden tener los vectores.

a) Si a es eJ vector ( a,, a,, a,, ... ) y b es el vector
(b,, b,, b,, ...), entonces a+ 6 es el vector:

( a, + b,, a, + b:, a, + b,, ... )

b) Si k es un número, entonces ka es el vector:

(ke^, ka:, ka,, ... )

Puede haber cualquier número de componentes, pero
evidentemente siempre será al mismo número en cual-
quler conjunto de vectores de que se hable. También
podemos escribir los vectores como filas o como colum-
nas, pero es necesario escribir todos los vectores de la
misma clase de igual manera.

Cuando se usa una soia letra para nombrar un vector,
es conveniente escribirle a, y en imprenta se le escribe
con negrita, a.

r`=JEtr(^ir;IC15

1. Un sintonizador de radio contiene 3 lámparas, 12 re-
sistenclas, 10 condensadores y 4 bobinas. Expresa esto
como un vector y di cómo obtienes los elementoa necesa-
rios para 50 sintonizadores.

2^ Suma, donde sea posible, los sigulentes vectores.
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Si esto no es posible, di por qu9:

a) (2, 1.-1) +(0, 4, s) b) (4^+ (s, -t)

0
o) r 0 ^ + (5, -2. 4)

`a
d) (q) + (-6,

a) (8, 4) + (0, 0) 1) (6, 4) + (-6, -4)

^) l3, - 2, 6) +(- 3, 3, -1)

h) (4^ + ^1 1
5 1

3. Efectúa las siguientea operaclonea:

a) 3(4, 0, - 1) b) 2 C_ 1)3

c) -2\-3/ d) 2(5)+(-3)(4)

a) 5(^)+4(^,

t) a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1)

g)

1 0 0 0

p ^ +q ^+r p S+ ^

^0 0 0 1

h) x(0^ +y1 01^+i ^ 0^-( Z^

111.4. Vectores y traslac/ones

La aplicación más común de 1a idea de vector es a la
traslación. Si aplicamos a un plano una traslacidn que
mueva todo punto tres unidades paralelamente al eje x,
entoncea el punto (a, b) Ilega a ser (a + 3, b) y éste

puede obtenerse de aM1adir ( ^^ al vector ( b), (Escrl-

bimoa el vector como columna para dístinq`uirlo dei par
de aoordenadas. )

Da la mlama manera, podemos aplicar una iraslación
que implique un desplazamiento de 3 unidades paralela-
mente al eje ox combinado con un desplazamiento de
-2 unldades paralelamente a oy, esto es, un despla-
zar(ìlento hacia abaJo de dos unidadea paralelo al eJe y.
Tal traslación ( fig. 1) Ileva el punto ( a, b) al punto

(a •i- 3, b- 2); esto auma i^- 2) al vector ( b) Evi-

dentemente tambión Ileva el origen (0, 0) al \punto (3,
- 2) y Asta es la manera más fácil de identificar una
traslación.

(a
r ,

0

q3.-12)

Se ve que: ( ^^ .}. (- 2) -(- 2)

Z

+3 ^a^6-

Fig• 1

Ahora hay que introducir algunos términos técnicos
para hacer el aaunto más preciso y evitar largas expli-
caciones.

111.5. Vecbres da poslclón

EI vector-desplazamiento de una traslaclón es un vector-
columna, cuyos componentes son los componentea-dis-
tancia de la treslación en Ias direcciones de ox y oy.
Por ejempto:

La traslación de Ia figura 1, que Ileva (a, b) a (a + 3,
b- 2), tiene los componentes-dlstancia + 3 y- 2 y

su vector-desp/a2am/ento es ( - 3 ^2
Este desplazamiento Ileva el origen a(3, -2) y el

vector(-Z^ ;e ilama vector de posición de este punto.

Es decir, el vector de poslclón de un punto es el vector-
desplazamlento de la traslación que lleva el orlgen a ese

punto. Asi, el vector de (a, b) es ( b), porque para mo-

verse deade (0, O) a(a, b) sumamos a a la coordena-
da x y b a la coordanada y; damos un paso da longitud a
paralelamente a ox y de longitud b paralelamente a oy.

Se puede mi(â r esto da otra manera. Una traslación
mueve todos 10# puntoa del pieno la misma d)stancia
en la mlama dirección (fig. 2). Aquélla Ileva A a 8,

0 a P, C a D, E a F, G a H. Los segmentos AB, OP, CD,

EF, GH, son todos igualea y paralelos. Cualqulera de
ellos se Ilama frecuentemente un desplazamlento; por

ejemplo: A sufre el deaplazamiento de AB.
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,^rrr i n ^-i ^̂
K3.^ t1

F^s. a ^ ^,- (,1
Entre estos desplazamientos uno es de particular in-

terés: el que parta del origen O. Si éste es OP, las
coordenadas de P, es decir (a, b), determinan comple-

tamente la traslación ( b , es el vector-desp/ezamlento

de la traslación y el vector de pos/cfón de P,

Se escribe OP = r=( b> como nombres de este vec-

tor. Hay que tener presente que el vector describe la
traslación de todo el plano, no sólo la dp O. Cualquiera

de los desplazamientos igualea /1B, OP, CD, ..., puede
usarse para describir aquélla. En efecto:

AB=OP=CD=...=Calb/
Estos son nombres del mismo vector.

La traslación con el vector-desplazamiento (- 2) Ileva

el punto ( 4, 5) al punto (4 + 3, 5-2), o sea (7, 3);

es decir, se suma el vector-desplazamlento (- 2) de

la traslación al vector de posición ( 5) del punto, ya que

(-2^+^5^ -'31

el nuevo vector de posición es ( 3) y el nuevo punto

es (7, 3).
En la figura 3 se adopta un convenio útil; la suma de los

dos vectores con una sola flecha es el vector con doble
flecha.

Fi3. 4
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Se puede escribir:

oP + re^ = or^
con tal que esté claro lo que esto significa ( la cuadr(cu-
la lo aclara).

EJ ERCICIOS

Eacribir las im8genes de los slgulentea puntos despubs

de apiicarlea la traslación dada por el vector ^_ 5'2
1. (2, 3).
2. (- 3, 4).

3. (0, 0).

4. (10, 10).
5. (-5, 2).

6. (x, y).

7. La traslación Íq) La qub punto Ileva el origen?

8. Si una traslación Ileva ( 0, 0) e 1 b 1, Zcu81 es

su vectorl
r

9. LQué traslacidn Ileva (4, -3) a(-2, 5)?
10. LQué traslacibn única tiene el mismo efecto que

( á ) aeguida de' `^ ^ ^ ?

11. Sea O(0, 0), B(- 2, 3) y C( 4, 5). Escribir los
vectores de las traslaclones que Ilevan O a A(OA),
A a B(AB) y O s B (OB). Comprobar que OA +
+AB=OB.

111.8. Sumas de vectores de poslclón

Ya sabemos que el vector de posicibn de P(a, b) es
el vector-desplazamiento que Ileva el origen e P; sua com-
ponentes son las coordenadas de P. Escribimos eate vec-

tor ( b) o OP y frecuentemente conviene designarle por

una sola letra, p.
Si

P^=OP^= (2) Y ^=OP:='-4^
será:

P^+p:= (2/+1-4f=',-21
que es el vector de posiclón de un punto Q(4, -2) (fi•
gure 4).

?'J
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Como la traslación que aplica O en P, aplica P, en Q, Ia

figura OP,QP, es un paralelogramo.
La misma figura 4 noa dice que:

P, + p: = P: + p^

Enuncie el lector una regla para haltar:

OP, + OP,

111.7. Dllerenclas

Deflnida la suma de p, + p:, veamos cómo ae detine la
diisrencia p,-p,. Recordemos lo que significa, por ejem-
plo, - 5; - 5 ee el número que sumado con 5 produ-
cs 0. Y el 0 ea et elemento neutro de ta adición, ei
número que sumado con atro le dejs a éste invariabie;

0+ n= n, cualqulera que sea n.
Tamblén existe un vector cero, una traslación nule; ésta

aplica 0 en (0, 0); éate es el vector ^ 0 l0
Y ast ae tiene:

1bI+I-bI-Ib-bl-'0/

Si hacemoa ( 6 I = p= p,, entoncea será (_ b) _

_- p= p, y ( p, - p,) + p: = p,. Es decir, la diteren-

cia de doa vectorea ( p, - p.) es un vector que sumado
con sl vector sustraendo noa da el vector minuendo.

Cieombtricamente, al p, ea al vector de poaición P, y p,
ea el veCtor de poslclón P,, p, - p, es el vector de la
traslacibn que Ileva P, a P, y P: P, es el desplazamiento
que lo representa {fig. 4). .

Traza el triángulo OPQ, donde P es (3, 2) y Q es (1, 4),
y multiptica los vectores de posición de cada punto por 3,
obteniéndose as( un triángulo OP'Q'. ^QuA relación hay
entre estos trikngulos?

111.9. Leyea conmutaNva, asoclaflva y dlatr/butiva

Hasta ahora hemos definido dos operaciones sobre los
vectorea: a) adición, b) multiplicación por un número.
Estaa operaciones sobre vectorea satisfacen las mismas
leyes que loa números ordinarios.

Estas leyes son:

1.• P,+P,=P^tP^•
2! P,+(P,tP^)=ÍP^+P,)+Pn•
3! k(p,+p:) =kp,+kp,.
4! (k+1)p=kp+ip.

Es féc11 comprobar la verdad de estas leyes mediante
las definiciones de adición y multiplicación de vectores.
Lo que signitican geométricamente está sugerido por al-
gunos de los eJercicios siguientes:

EJERCICIOS

1. Si OP, + OP, = OQ, hallar las coordenadas de Q
en cada uno de ios sigulentes casos y establecer las
posicionee de P,, P, y Q en un diagrama:

111.8. Mult/plfcaclón por un número s) P, es (1, 4), P, es (-2, 3).
b) P, es ( 2 -1) P: es (-3 1).

Si
3

c)
, , ,

P, es ( 0, 3), P: es (0, -3).

P,=OP,=+2 d) P, es (-4, 0), P, es (-1, 0).

antoncea e) P, es (4, 5), P, es (- 3, - 2).

2p,=+4) , 3.P,='8)

y aal aucesfvamente.
Estos son loa vectores de posicibn de puntoa que

tatrln en la recta OP,, pero distan, respectivamente, doble
y triple del origen que el punto P, (tig. 5)

2. En cada parte del ejercicio 1 da las coordenadas
de R y S si OR = 2 OP,, OE! = 2 OP,. Comprueba que
OR+08=20Q.

3. Supongamos que P, es (1, 2), P, es (-2, 1) y
P, es (-3, -4).

a) Hallar Q si OQ = OP, + OP, y construye su dia-
grama.

6) Hallar R si OQ + OP, = OR y construye R en el
mismo diagrama.

c) Hallar S si OP, + OP, = 09 y construye S en el
mismo dfagrama.

d) Sf OP, + OS = OT, Ldónde está T?
4. Escribir las coordenadas de R en cada parte dol

ejercicio 1 sf UP, - OP, = OR y^situar la posición de

R en un díagrama.

5. Supongamos que A es (4, 0), B es (2, 8) y OA +

+ OB = 20 C. Hallar las coordenadas de C y sitúa C

en un dfagrama. LDónde está C respecto a A y BT
8. ZQué son p+ q, p- q, 2 p, 2 P- 3 q, cuando

ri .a
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P=1-2 ) Y q=1 1 J ?

7. ^Cuál es el cuarto vértice del paralelogramo O A B C
si A es (2, - 1) y C es (1, 3)?

8. Supongamos que O P Q R es un paralelogramo (en
ese orden), P es (- 1, 4) y Q es ( 2, 1). ^DÓnde está R?

9. Un paralelogramo tiene un vértice en el origen,

otro vértice en (- 1, 3) y sus diagonales se cortan
en (1, 2). Hallar las coordenadas de sus otros dos vér-
tices.

10. P Q R S es un paralelogramo; P es (- 3, - 2) ,

Q es (1, - 1), S es (- 1, 5); ^dónde está R?
111.10. Vectores base

Anteriormente definimos una traslación diciendo que
ésta implicaba un desptazamiento de 3 unidades al eje Ox,
combinado con un desplazamiento de - 2 unidades pa-
ralelo a Oy.

Estos desplazamientos son también traslaciones. En
efecto:

(-2)=1ó)+I-21
Puede darse un paso más:

(-2) = 3 `p ) + (-2) (^ )

t_os vectores ( Ó) y(^) son desplazamientos de lon-

gitud unidad a lo largo de los ejes y cualquier vector
puede expresarse en función de ellos:

(b)=a(^) +b(^)

cualesquiera que sean a y b. Por esta razón se les llama
vectores base y se les da nombre:

(0 ) 1 Y

Luego cualquler vector:

(.a ) -al+b3b
EI vector de posición del punto P con ordenadas (a, b)

puede escribirse:

( b) o OP o al + bj
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