Amplitud de la Matematica Moderna:
Referencia especial a la geometria y vectores

I. EL CAMPO DE LA MATEMATICA MODERNA

El término matemédtica moderna tendra diferente signi
ficado para personas distintas. Aqul usamos ese término
para referirnos esenciaimente a las ideas mateméticas
desconocidas (0 no ampliamente aceptadas) hasta hace
unos cien afios y que han adquirido gran desarrollo en los
Gltimos cincuenta afios.

Entre esias ideas son notables los fundamentos légicos
de las mateméticas, ol Algebra abstracta, la ldgica simbé-
\Uca o digebra de proposiciones, la teorla contemporanea
de la probabilided y deduccion estadistica.

Mis especialmente, este nuevo snfoque se refiere al
desarrolio histérico de los sistemas de numeracién; a la
evolucion del concepto de nimero; al papel de los postu-
lados y definiciones en las mateméticas; a la generali-
zaci6n, abstraccién y formalismo; a la naturaleze de la
demostracién matemaética; a la Intuitiva teoria de los con-
juntos; s los simboios, relaciones y operaciones; a la base
6gica del sistema de nimeros; a la medicién; a las apro-
ximaciones; a las variables y funclones; a los conceptos
estadisticos.

Esta evolucién rapida de la ciencia matemaética, el des-
arrollo considerable de sus diversas ramas, tanto aquelias

que Interesan a las aplicaciones de las clencias fisicas,

humanas y econémicas, como a las partes méas profundes
de las investigaciones tedricas, han creado un peligroso
hiato entre la ciencia viviente, es decir, entre la ciencia
que s8 hace y la clencia que se ensefia en las clases.

Este desfase es ciertamente Inevitable entre la formu-
lacion audaz de las nuevas ideas, que permiten progresar
a la investigacién, y la utllizacién pedagégica de algunas
de estas ideas, que se consideran fecundas y asimilables
a un nivel determinado de la formacidn de los alumnos.
Aunque este desfase no signifique retraso o esclerosis
de la enseflanza.

Para que los buenos efectos de las nuevas ideas se

_hagan sentir en las clases, evidentemente es necesario,
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en primer lugar, que los profesores estén exactamente in-
formados sobre el progreso de las matematicaa.

AdemAs se necesita que una experimentaciéon pedagé-
gica permita extraer las grandes lineas de una concepcion
didédctica, que cada profesor adaptard entonces a fas con-
diciones en que se encuentra para ensefiar.

Tamblén es necesario que este trabajo nunca se con-
sidere acabado; la clencia continia su vida; otras ideas,
més fecundas aun, exigirdn nuevas revisiones de los co-
nocimientos adquiridos y de los métodos usados.

Es igualmente indispensable:

12 Que un publico més amplio que el de los solos
especialistas esté Iinformado de esta evoluciéon de las
Ideas y de fa protunda reforma de la enseflanza de las
matemadticas que aquélla motiva, para evitar que los pa-
dres se opongan a que sus hijos sigan esta nueva orien-
tacién en la adquisicion de los conocimientos mate-
méticos.

2° Ensefar las matematicas sin separar artificialmen-
te el aspecto “puro” y el aspecto “aplicado”. Este es un
punto extremadamente importante. Hay que muitiplicar las
motivaciones reales en el aprendizaje del pensamiento
matemdtico y conseguir el mayor nimero posible de es-
piritus aptos para captar io que puede ser matematizado
en una situacién real y observar la ayuda matemética que
se puede aportar.

3.° Ensefiar 1as mateméticas de manera dinamica, man-
teniendo constantemente en actividad la inteligencia de
los alumnos para que aquélla se desarrolle y fortifique.

{Qué causas han originado la mateméatica moderna?
¢Cuél es la base comin a todas sus ramas? Respondere-
mos brevemente a estas dos cuestiones.

La matemética moderna ha surgido como superacién
de !a matemética clésica para atender y poder resolver
cuestiones originadas en los mas diversos campos de las
mateméticas y que la matemética clasica no podia resol-
ver. A la matemética moderna corresponde, en efecto, lo-



grar una fundamentacién y sistematizacién precisa para
a) estudio de los conjuntos en que se definen las opera-
ciones y, sobre todo, las reglas de cdlculo en aquélios.

Porque en geometria y en andlisls, en el célculo dife-
renclal e integral, se opera en realidad sobre conjuntos
Infinitos. Y cualquiera que desee conocer a fondo las
diversas ramas de ias mateméticas debe asimilar la teoria
de los conjuntos, que es fundamento coman.

Clertas ideas en matematicas, a causa de su esfera de
acclon y sencillez, constituyen manantiales de incalculable
riqueza. La teoria de los conjuntos, que 88 una de tales
ideas, fue desarrollada por Jorge Cantor (1845-1918), fl-
lésofo y matematico alemén, profesor de la Universidad
de Halle desde 1878 al 6 de enero de¢ 1918, en que
murié.

Pocos conceptos en los Gltimos cien afios han produ-
cido tan gran impacto sobre las mateméticas como la
nocién de conjunto. La teoria de los conjuntos ha con-
tribuido a establecer una base, que aclara y unifica las
matematicas, ya desarroliadas. Suministra un lenguaje y
un simbelismo que le permite utilizar lo clasico y lo
nuevo, examinar conceptos ya conocidos y considerar
nuevos e interesantes descubrimientos de la matemética
superior.

Pues mediants la teorla de los conjuntos se generalizan
las reglas de calculo para los numeros finitos mas alld
de su dominio. Y se puede calcular con los conjunios
infinitos, aplicando los mismos métodos que para los
conjuntos finitos.

Merced a algunas nociones bien definidas, tales como
la correspondencia biunivoca, la potencia de un conjun-
to, su numerabilidad, etc., para ia teoria de los conjuntos
no existe barrera fundamental entre el finito y el infinito
matemético y nos permite comprender los grados del in-
finito.

Como ejemplo de la utilidad de la teoria de los con-
juntos y de como Ia matematica moderna resuglve cues-
tiones que parecen infantiles, pero que la matemética
no da respuesta satisiactoria, hagamos estas preguntas:

(Hay mas nimeros enteros que nimeros pares?

LUna recta ilimitada contiene més puntos que un seg-
mento de recta?

+4un plano contiene menos puntos que el espacio?

LEl conjunto de los numeros racionales es mayor ©
menor que el conjunto de los nGmeros irracionales?

¢(Qué significan los simbolos: oo + 5, 00 . 9, 00 27

La teoria de los conjuntos permite dar a estas y a otras
cuestiones respuestas claras y precisas matematicamen-
te. Pues la teoria de los conjuntos, que tienen por punto
de partida cosas intuitivas y concretas, se eleva, sin em-
bargo, a un aito nivel de abstraccién.

El renovador de !a ensefianza de (a matemética en
Europa, Papy, profesor en la Universidad de Bruselas, al
terminar una conferencia que dio a un grupo de profe-
sores en Paris hace muy pocos afos, les dijo: “Vosotros,
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que durante muchos aflos habéis explicado matematicae,
ahora tenéis que volver a empezar a estudiar.” Lo cual
es clerto; primero, porque hay que abandonar, en cierta
medida, procedimientos y métodos tradicionales a que
nos hemos acostumbrado desde la infancla; segundo, por-
que hay que adquirir otros nuevos, pero que sin darnos
cuenta de ello, al principio de nuestra renovacién, los
sustituimos por los antiguos en la resolucién de las cues-
tiones y problemas.
Pero la renovacién es necesaria.

Il. BASES DE LA GEOMETRIA MODERNA

I1.1. Qeometr/a abstracta

Durante unos mil tresclientos afios sigulentes a la era
de los matematicos griegos nada de gran Importancia se
llevé a cabo, hasta que a mediados del siglo XVII Descar-
tes inveni6 la geometria analitica.

Tan importante fue esta invencién, que condujo a los
comienzos de la matematica moderna (célculo y analisis),
y fue eclipsada por un descubrimiento, ain mas trascen-
dental, hacia mediados del siglo XIX, el de la geometria
no-euclidea, llevada a cabo, en rapida sucesién, por Qanss,
Lobachevsky y Bolay.

Sin entrar en detalles, basta decir que este desarrollo
es quizd uno de los mayores logros de la Inteligencia
humana; /iberada de [as restricciones del postulado de
la paralela permite, al linalizar el siglo, hacer de la geo-
metria un sistema, basado en postulados abstractos, com-
pletamente formal y Iégicamente riguroso.

Este avance se debid al trabajo pionero, entre los afios
1880 a! 1800, de Pash, Peano, Hilbert, Veblen, Huntington
y otros. ’

Al distinguir entre geometria concreta o fisica, por una
parte, y geometria abstracta o formal, por otra, hemos
de notar que cuando la mente generaliza experiencias,
alguna abstraccion puede también tener lugar. Aun no-
clones aparentemente sencllias, tales como la de una
Iinea recta, pueden conducir a una Interpretacién I|deal
o de pura abstraccion.

Asf, una llnea recta no tiene anchura, ni Ispeuor. ni
peso, nl extremos.

No hay lineas rectas. Formamos ideas acerca de estas
imposibilidades no existentes y las trazamos en papel,
pero no existen.

Andlogamente sucede con el punto: éste no tiene ex-
tensién, ni existencia, ni definicidn.

Toda clencia matemética o sistema axiomdtico comlen-
za con un namero relativamente pequefio de palabras
que se dejan indefinidas, aunque podemos desear expli-
carlas o Interpretarfas Intuitivamente. Aunque no se dan
definiciones formales de estas palabras, sin embargo
estdn sujetas a las restricciones impuestas sobre ellas por
los postulados dados después.

En este punto debe entenderse que !a eleccion de tér-



minos Indefinidos, como también la eleccion ae 10s pos-
tulados, puede estar determinada por ciertas condiciones
que quizd puedan hacer violencia al sentido matematico
de adecuacién, pero las cuales se conciben justificables
por motivos pedagégicos. Asi, el matemético maduro esté
decidido a reducir a un minimo el nimero de términos
Indefinidos y de proposiciones no demostradas.

Pero blen puede ser que e/ principiante no maduro
se beneficie absteniéndose de tal rigor matematico por
el momento y adopte algunos postulados adicionales al
principio, aunque estos postulados puedan derivarse de
los otros.

Teniendo presentes estas consideraciones, sugerimos
la siguiente lista de términos indefinidos y postulados
para poner la geometria plana elemental sobre una base
rigurosa razonable para el principiante.

Términos indefinidos

1. Punto. 4. Sobre. 7. igual

2. Recta. 5. Entre. 8. Congruente.

3. Plano. 6. Numero 9. Distancia.
Postulados

P.1. Dos puntos distintos determinan una recta.—Es
decir, dados dos puntos distintos, A y B, existe una recta
y sélo una que contiene ambos puntos.

P.2. Dos rectas distintas tienen, a lo mas, un punto
comtin.—Este postulado no dice que dos reclas distintas
deben tener un punto comin. Pueden no tener punto al-
guno comdn; pero st lo tienen, no seré mas que uno.

P.3. Toda recta puede ser provista de escala gradua-
da.—Cada punto de una recta puede numerarse de modo
que los valores absolutos de los nimeros diferencien las
distancias medidas.

P.4. Toda recta tiene dos lados—Una recta separa
o divide el plano en dos partes; del mismo modo, un
punto sobre una recta divide a ésta en dos partes, llama-
das rayos o semirrectas.

P.5. Todo circuio puede ser provisto de una escala
graduada —Todos fos rayos que tienen el mismo extremo
pueden numerarse de modo que los nimeros diferencien
los angulos medidos.

P.6. Un tridngulo esta determinado’ cuando se dan
dos éngulos y el lado comiin (“a, |, a").

P.7. Un tridngulo esté determinado cuando se dan dos
iados y el éngulo comprendido (“), a, 1”).

P.8. Por un punto fuera de una recta existe una y solo
una recta paralela a la dada.-——Es decir, dos rectas que se
cortan no pueden ser ambas paralelas a ia misma recta.
Este es el famoso Postulado de la paralela.
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i1.2. Los tundamentos de la geometria

Una de las principales contribuciones al desarrollo de
la geometrla moderna fue la publicacién de los Funda-
mentos de la geometria, por David Hilbert, en el afio 1899,
Su base de postulados de la geometria ha ilegado a ser
clasica. Es extraordinariamente rigurosa.

Hilbert emplea sélo cinco términos indefinidos: punto,
recta, sobre, entre y congruente. Después enuncia quince
postulados. Los dos primeros son esenciaimente los mis-
mos P.1 y P.2 anteriores.

Los cuatro inmediatos sigulentes se refieren a las no-
ciones de orden y estar entre. Aquf es donde se corrige
fa evidente endeblez Iégica de Euclides. Estos cuatro
postulados son como sigue:

1. Si un punto C estéd entre Jos puntos A y B, enton-
ces A, B y C ostén todos en la misma recta, y C estéd entre

By A yBnoestdentre Cy A,y A noestd entre Cy B.
2. Para dos puntos distintos cualesquiera A y B hay

siempre un punto C, el cual estd entre A y B, y un pun-
to D, el cual es tal que B esta entre Ay D.

3. Si A, By C son tres puntos distintos sobre la mis-
ma recta, entonces uno de los puntos esté entre los otros
dos.

‘4. Una recta que corta a un lado de un tridngulo, pero
que no pasa por cualquiera de los vértices del tridngulo
debe cortar a otro lado del tridngulo.

Estos cuatro postulados implican:

La extensién indefinida de una recta.

La existencia de un numero infinito de punios en
una recta.

Que los puntos sobre una recta estaran en orden
‘consecutivo y no en orden ciclico.

a)
b)

c)

El cuarto postulado evita las dificuitades légicas que
se presentarian en fa demostraciéon de muchos teoremas
de no tener este postulado explicito.

Los seis postulados inmediatos se refieren al concep-
to de congruencia. Son bastante técnicos y refinados y no
los estudiamos aqul. Baste decir que estos seis postu-
lados vencen las dificultades l6gicas, originadas por las
ideas de movimiento rigido y superposicién, tan amplia-
mente usadas en los desarrollos menos rigurosos de
geometria.

El postulado trece es el postulado de la paralela.

Los dos postulados CGltimos se refieren ai conceplo de
continuidad de una recta. Técnicamente establecidos,
estos dos postulados podrian reemplazarse por un solo
postulado, propuesto por otro mateméatico aleman, Ri-
chard Dedekind, y que puede enunclarse como sigue:

8 todos log puntos de una recta caen en dos conjun-
tos, tales que todo punto dél primer conjunto estd a la
lzquierda de todo punto del segundo conjunto, entonces
ex/ste uno y 86lo un punto que crea esta divisién en dos
confuntos, esto es, corta a /a recta en dos partes.



Este concepto de continuidad hace posible la idea de
medida. También nos permite establecer una correspon-
dencia, uno a uno, entre el conjunto de |os nimeros rea-
les y el conjunto de puntos de una recta, haciendo asi
posible la geometria analitica.

. INICIACION AL ESTUDIO DE LOS VECTORES

1. Vectores-tila y vectores-columna

Un vector es un solo objeto que necesita varios nu-
meros para describirlo; por consiguiente, viene dado por
una lista de ndmeros, llamados sus componentes. Estos
pueden escribirse en fila o en columna, por ejemplo:

(3 5 0) o bien: (g)
0

Al primero se le llama vector-fila, y al segundo, vector-
columna; algunas veces es conveniente usar las dos cla-
ses. El orden de los componentes es importante: (3 5 0)
no es el mismo vector que (3 0 5). Para un gedémetra
0 un matemético técnico o un fisico, los nimeros ordi-
nariamente seran distancias o coordenadas, de modo
que un vector es una especie de Indicacién de caminar
cierta distancia en una direccién definida: (3 — 1 0)
significaria caminar 3 unidades en el sentido positivo del
eje x; 1 unidad en el sentido negativo del eje y;, y 0 uni-
dades en la direccién del eje z. Para un algebrista un
vector puede significar eso mismo, pero puede también
ser cualquier lista de numeros. (3 5 0) puede significar:
3 empanadas, 5 peras y 0 platanos 6 3 hombres, § nifios
y 0 mujeres o también 3 libros, 5 boligrafos y 0 lapices
o cualquier otra cosa que a un matematico le parezca
conveniente o necesario.

Un vector es asl una clase particular de matriz; un
vector-fila con n componentes es una matriz 1 x n; un vec-
tor-columna con n componentes es una matriz n x 1.

1.2, Sumas

Supén que vas a una tienda y compras 3 manzanas,
4 naranjas y 5 platanos. Tu compra puede describirse
como (3 4 5). Si también va tu hermano y compra
4 manzanas, 2 naranjas y 1 platano, su compra es:
(4 2 1). La compra total es 7 manzanas, 6 naranjas y
6 platanos, esto es: (7 6 6). Por consiguiente, podemos
escribir:

(345)+ (421)=(766)

Los elementos individuales se llaman componentes dsl
vector, y se dice que /a suma de dos vectores es el
vector cuyos componentes son las sumas de sus respec-
tivos componentes.
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Un vector es una especie de inventario.
Se tratan los vectores-columna de la misma manera.
Se define:

() + (vivaws) = (v tavaavy);
u, v, th + v
w]l+iv]=[u + v
[7H v, u,

+ v
11.3.  Muftiplicacién por un solo nimero

Si dos personas van a la tienda y cada una efectia el
mismo vector-compra de 3 manzanas, 4 naranjas y 5 pla-
tanos, entonces es evidente que su compra total es:

2x(3 45)= (68 10)

En palabras: un vector se multiplica :(Jor un ndmero
cuando cada componente estd multiplicado por ese nu-
mero.;

kx (viv,v;) = ...7
vy

kx v, ) =..?
[ £)

Esta propiedad y la de la suma son las propiedades
esenciales que pueden tener los vectores.

a) Si e es e] vector (a, a, a, ...) y b es el vector
(bi, by, bs, ...), entonees a + b es el vector:
(&, + b, a +b;, a:+ by, ...)
b} Si k es un numero, entonces ka es el vector:

(ka, ka, kay, ...)

Puede haber cualquier nimero de componentes, pero
evidentemente siempre sera el mismo numero en cual-
quier conjunto de vectores de que se hable. También
podemos escribir los vectores como filas o como colum-
nas, pero es necesario escribir todos los vectores de la
misma clase de igual manera.

Cuando se usa una sola letra para nombrar un vector,
es conveniente escribirle a, y en imprenta se le escribe
con negrita, a.

FJERCICIOS

1. Un sintonizador de radio contiene 3 lamparas, 12 re-
sistenctas, 10 condensadores y 4 bobinas. Expresa esto
como un vector y di co6mo obtienes [os elementos necesa-
rios para 50 sintonizadores.

2 Suma, donde sea posible, los siguientes vectores.



Si esto no es posible, di por qué:

8 @1-1+043 b (3)+ @ -1

¢) (§)+(5.—-2.4) d) (1) + (_§)

e) (6 4) + (0, 0) 1) (6, 4) + (—6, —4)
9) (3, —2 8) + (—3,3 —1)

3 1
(4)+ ()
5 1
3. Efectia las siguientes operaciones:
b 2(Z3)
9 2(3)+ ()

h

Seme

a) 3(4,0 —1)

()
5(8) +4(%)

1) a(1,0,0)+b5(0,1,0) +¢ (0,0 1)

N

g9) p +r

o (§ el (302

1.4, Vectores y traslaciones

s +

oo
+
Q
Co=o
Cau®Oo
-0 00

La aplicacion mas comuin de la idea de vector es a /a
traslacién. Si aplicamos a un plano una traslacién que
mueva todo punto tres unidades paralelamente al eje x,
entonces el punto (a, b) llega a ser (a + 3, b) y éste

puede obtenerse de afadir (g) al vector (g) (Escrl-
bimos el vector como columna para distinguirfo del par
de coordenadas.)

De la misma manera, podemos aplicar una traslacion
que implique un desplazamiento de 3 unidades paralela-
mente al eje ox combinado con un desplazamiento de
-—2 unidades paralelamente a oy, esto es, un despla-
zarfilento hacia abajo de dos unidades paralelo al eje y.
Tal traslacién (fig. 1) leva el punto (a, b) al punto

(a + 3, b—2); esto suma (___2 al vector g Evi-

dentemente también lleva el origen (0, 0) al punto (3,
—2) y ésta es la manera mas facil de identificar una
traslacion. -

(o} b)

®

ap3,b-2)

Fig. 1

o (3) + (9 =(-3)

Ahora hay que introducir algunos términos técnicos
para hacer el asunto mas preciso y evitar largas expli-
caclones.

ll.5. Vectores de posicién

El vector-desplazamiento de una traslacién es un vector-
columna, cuyos componentes son |08 componentes-dis-
tancia de la traslacién en las direcciones de ox y oy.
Por ejemplo:

La traslacién de la figura 1, que lieva (a, b) a (a + 3,
b—2), tiene los componentes-distancia + 3 y —2 y

su vector-desplazamiento es ( _g

Este desplazamiento lleva el origen a (3, —2) y el

voctor(__g i@ llama vector de posicién de este punto.

Es decir, el vector de posicién de un punto es el vector-
desplazamlento de la traslacién que lleva el origen a ese

punto. Asi, el vector de (a, b) es (:), porque para mo-
verse desde (0, 0) a (a, b) sumamos a a la coordena-
da x y b a la coordenada y; damos un paso de longitud a
paralelamente a ox y de longitud b paralelamente a oy.

Se puede mifar esto de otra manera. Una traslacién
mueve todos ids puntos del plano la misma distancla
en la misma direcciéon (fig. 2). Aquélla lleva A a B,

OaP,CaD EaF GaH. Los segmentos AB, OP, CD,

EF, GH. son todos iguales y paralelos. Cualquiera de
ellos se llama frecuentemente un desplazamiento; pot

ejemplo: A sufre el desplazamiento de AB.
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Entre estos desplazamientos uno es de particular in-
terés: el que parte del origen O. Si éste es OP, las
coordenadas de P, es decir (a, b), determinan comple-

tamente la traslacién ( g es el vector-desplazamiento

de la trasiacion y el vector de posicién de P.

Se escribe OP = r =(g) como nombres de este vec-

tor. Hay que tener presente que el vector describe la
traslacién de todo el plano, no sbélo la de O. Cualquiera
de los desplazamientos iguales AB, OP, CD, ..., puede
usarse para describir aquélia. En efecto:

AB=0P=CD=...=(§

Estos son nombres del mismo vector.

La traslacién con el vector-desplazamiento (__g) Heva

el punto (4, 5) al punto (4 + 3, 5—2), o sea (7, 3);
es decir, se suma el vector-desplazamiento (__g) de

la traslacién al vector de posicién (;)del punto, ya que

3 4\ (7
(—2)+(5)=(3)
el nuevo vector de posicién es ( ;) y el nuevo punto
es (7, 3).
En la figura 3 se adopta un convenio Gtil; la suma de los
dos vectores con una sola flecha es el vector con doble
flecha.

N\

AT

Tig. 4
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Se puede escribir;
OP + PP’ = OP
con tal que esté claro lo que esto significa (la cuadricu-

la lo aclara).
EJERCICIOS

Escribir las imdgenes de los siguientes puntos después

de aplicarles la traslacion dada por el vector (_g)
1. (2, 3).

(—3, 4).

(0, 0).

(10, 10).

(—5, 2).

(x, y).

La traslacién (p ) L& qué punto tleva el origen?

q
Si una traslacién lleva (0, 0) a (:), icudl es
su vector?

LQué traslacion lleva (4, —3) a (— 2, §)?

¢Qué traslacion unica tiene el mismo efecto que

2 seguida de ("f)?

11. Sea O (0, 0), B (—2, 3) y C (4, 5). Escribir los
vectores de las trasiaciones que llevan O a A (0A),
AaB (AB) y O a B (OB). Comprobar que OA +
+ AB = OB.

11.6. Sumas de vectores de posicién

@ N ook wN

©

Ya sabemos que el vector de poslclén de P (a, b) es
el vector-desplazamiento que lleva el origen a P; sus com-
ponentes son las coordenadas de P. Escribimos este vec-

tor ( g) o OP y frecuentemente conviene designarie por

una sola letra, p.

Si

p,=0P, = ( 2 ) y
sera:

pmor= (_1)

I 1 4
ptm=(3)+(_4)=(_2)
que es el vector de posicién de un punto Q (4, — 2) (ti-
gura 4).

S 4 T U G A

P(4,5,

Fig. I



Como la traslaciéon que aplica O en P, aplica P, en Q, 12
figura OP,QP; es un paralelogramo.
La misma figura 4 nos dice que:

pEth=pht
Enuncie el lector una regla para hallar:

oP, + OP,

7. Diferencias

Definida la suma de p, + p:, veamos cémo se define la
diferencia p, — p.. Recordemos lo que significa, por ejem-
plo, —5; —5 es el nimero que sumado con 5 produ-
ce 0. Y el O es ol elemento neutro de la adicion, el
numero que sumado con otro le deja a éste invariable;
0 4+ n = n, cualquiera que sea n.

Tamblién existe un vector cero, una trastacion nula; ésta

aplica 0 en (0, 0); éste es el vector ( g ’

Y asi se tiene:

—_ a—a 0
(;)+(—;’=(b-—n) =(3)

Si hacemos( ;) = p = p,. entonces sera (: ] =
=—p=p;y (B—p:) + P = P.. Es decir, ls diferen-
cia de dos vectores (p; — p:) @8 un vector que sumado
con el vector sustraendo nos da el vector minuendo.

Geométricamente, si p, es el vector de posicién P, y p,
es el vector de posicion P, p,— p; es el vector de la
trasiacién que lleva P; a P, y P; P, es el desplazamiento
que lo representa (fig. 4). .

1i1.8. Multiplicacién por un namero
Si '

m=opr=(3)
entonces
2'!8(2’ , 3_P|=(g)
y asl sucesivamente.
Estos son los vectores de posicién de puntos que
estan en la recta OP,, pero distan, respectivamente, doble
y triple dei origen que el punto P, (lig. 5)

y
y % (0.9)
;i' X))
¢ % {3,
b 4
0 1 b $ ¢ 7 ¢ 9 19
1‘1,.5
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Traza el triangulo OPQ, donde P es (3, 2) y Q es (1, 4),
y multiplica los vectores de posicién de cada punto por 3,
obteniéndose asi un triangulo OP'Q’. ;Qué relacion hay
entre estos triangulos?

1.9. Leyes conmutativa, asociativa y distributiva

Hasta ahora hemos definido dos operaciones sobre los
vectores: a) adicion, b) multiplicacién por un nimero.
Estas operaciones sobre vectores satisfacen las mismas
leyes que los nimeros ordinarios.

Estas leyes son:

18
2
3A.
4.3

BtHph=m+ D

Bt (Pt P)=(P+p) + P
k(P + D) = kpy + kpa.
(k+1)p=kp+1p.

Es facil comprobar la verdad de estas leyes mediante
las definiciones de adicién y multiplicacién de vectores.
Lo que significan geométricamente estd sugerido por al-
gunos de los ejercicios siguientes:

EJERCICIOS

1. Si OP, + OP, = 0Q, hallar las coordenadas de Q
en cada uno de los sigulentes casos y establecer las
posiciones de P,, P; y Q en un diagrama:

a)
b)
c)
d)
o)

2. En cada parte del ejercicio 1 da las coordenadas
de Ry S si OR =20P,, 08 =2 OP,. Comprueba que
OR + 08 =20Q.

3. Supongamos que P, es (1, 2), P, es (—2, 1) y .
P; es (—3, —4).

a) Hallar Q si 0Q = OP, + OP, y construye su dia-
grama.

b) Hallar R si 0Q + OP; =
mismo diagrama.

c¢) Hallar S si OP, + OP, = OS y construye S en el
mismo diagrama.

d) Si OP, + 08 = OT, (dbénde esta T?

4. Escribir las coordenadas de R en cada parte del
ejercicio 1 si OP, — OP, = OR y situar la posicién de
R en un diagrama.

5. Supongamos que A es (4, 0), Bes (2, 6) y OA +
+ OB = 20C. Hallar las coordenadas de C y sitia C
en un diagrama. (Dénde esta C respecto a Ay B?

6. ¢(Qué son p+4q, p—aq, 2p, 2p—34q, cuando

es (1, 4), P; es (—2, 3).
es (2, —1), P, es (—3, 1).
es (0, 3), P, es (0, —3).
es (—4,0), P,es (—1,0).
es (4, 5), P, es (—3, —2).

OR y construye R en el



5 3

p=|—1 y q= ( 0 ) ?

2 1

7. ¢Cual es el cuarto vértice del paralelogramo OABC
siAes (2, —~1)yCes (1, 3)?

8. Supongamos que O P QR es un paralelogramo (en
ese orden), Pes (—1,4) y Q es (2, 1). ;D6nde estd R?

9. Un paralelogramo tiene un vértice en el origen,
otro vértice en (— 1, 3) y sus diagonales se cortan
en (1, 2). Hallar las coordenadas de sus otros dos vér-
tices.

10. PQRS es un paralelogramo; P es (—3, —2),
Qes (1,— 1), Ses (— 1, 5); (dénde esta R?
I.10. Vectores base

Anteriormente definimos una traslacién diciendo que
ésta implicaba un desplazamiento de 3 unidades al eje Ox,
combinado con un desplazamiento de — 2 unidades pa-
ralelo a Oy.

Estos desplazamientos son
efecto:

también traslaciones. En
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(~2)=(o)+(-2)

Puede darse un paso mas:
)+ =2 (7]

3\ _ 1

(—2) =2 (s

Los vectores (3 y (2 ) son desplazamientos de lon-

gitud unidad a lo largo de los ejes y cualquier vector
puede expresarse en funcion de ellos:

a\__ 1 0
(5)=2(c) +2(%)
cualesquiera que sean a y b. Por esta razén se les llama
vectores base y se les da nombre:

1) .
(0)=1 ¥
Luego cualquier vector:

(3] =0

El vector de posicic‘;n del punto P con ordenadas (a, b)
puede escribirse:

(8)

OoP o]

ai + bj




