ANEXO IV
1.- Datos de identificacion.
1.1.- Titulo del Proyecto:

RECOPILACION, RNEALIZACION Y EXPERIMENTACION DE MATERIALES
PARA LA ENSENANZA DE LA ESTADISTICA Y EL AZAR EN
SECUNDARIA'Y BACHILLERATO.

1.2.- Coordinador del Proyecto: Fernando Corbalan Yuste
1.3.- Area y nivel educativo:
ESTADISTICA. Educacion Secundaria Obligatoria (ESO) Y BACHILLERATO

1.4.- Descripcion de la situacion educativa que se piensa investigar o poner en
practica.

No existe en nuestra sociedad una gran apreciacion del conocimiento
matematico en general y del estadistico en particular, a pesar de la importancia
que tiene para el bienestar econdmico y social actual y futuro. Para poder
prefigurar ese futuro es necesario realizar una ensefianza de la estadistica
adecuada, lo que incluye la utilizacion de materiales manipulativos y de
simulaciones informaticas, que o bien son de dificil acceso para el profesorado
de secundaria o simplemente no existen.

Por eso se va a investigar y recopilar el material existente para la ensefianza
de la Estadistica y el azar, se va investigar la adecuacién del mismo a los
diferentes niveles educativos y se van a disefiar aquellos que sean necesarios.

1.5.- Contextualizacion: descripcion de las circunstancias en que se va a
desarrollar el Proyecto.

A pesar de que se han realizado avances objetivos en la enseilanza de la
Estadistica y el azar en secundaria y bachillerato, tanto en la importancia
relativa que se le otorga en la programacion oficial como en la practica real que
se lleva a cabo en los centros, lo cierto es que queda un largo camino por
recorrer para colocarla en el lugar que objetivamente ocupa en la sociedad
(que hemos esbozado en las paginas anteriores).

No hay que olvidar que la Estadistica es la ultima parte de las matematicas
llegada al reconocimiento social por parte de los profesionales. Por eso hay
importantes déficits de formacion en esos temas de los profesores actuales,
formados en titulaciones universitarias en las que la estadistica jugaba un papel
poco importante.

La ubicacion de los estudios del tema en los programas oficiales de secundaria
y bachillerato, en general en el final, junto con la dificultad de impartir todo el
programa por la saturacion de contenidos, hace que con cierta frecuencia en



las aulas, 0 no se llegue a esos capitulos 0 como mucho se haga dedicandoles
menos tiempo del que seria necesario para poder interiorizarlos. Esa situacion
es mas preocupante todavia en el caso de la ensefianza primaria (donde se
sitta de verdad la semilla que germinara de forma importante), en que la
presencia de la incertidumbre es todavia menor en los programas y tratada de
manera menos importante en la practica real (y con mayores dificultades de
formacion por el profesorado).

A todo lo anterior hay que afiadir que no hay demasiados materiales (tanto
manipulativos como de simulacion informatica) accesibles desde los centros y
con facilidad de uso y de posibilidades de utilizacion para una mayor
rentabilidad pedagodgica. Y como una de las caracteristicas del aprendizaje del
azar es que no es intuitivo, hay que dedicar mayores esfuerzos, con materiales
diversos, en contextos diferentes y extendidos en el tiempo para poder llegar a
tener aprendizajes significativos.

1.6.- Fecha de finalizacion del Proyecto.
El 15 de mayo de 2009.
1.7.- Justificacién de la Actividad.

Al objeto de justificar la actividad nos vamos a referir a la importancia social de
la Estadistica y el azar y a las necesidades de formacion en esos ambitos, en
los que la utilizacion de los materiales manipulativos es de importancia
fundamental.

Las Matematicas son cada vez mas importantes en una sociedad del
conocimiento como la que estamos viviendo y esa importancia no hara mas
que aumentar en los afios proximos. Dentro de los conocimientos matematicos
la parte mas utilizada por los ciudadanos que no se dedican de forma directa a
tareas con un alto contenido matematico o técnico es sin ninguna duda lo que
tiene que ver con la Estadistica, Unica fuente real de conocimiento de las
variables sociales.

Pasamos a dar algunos argumentos (propios y, sobre todo, de importantes
tratadistas ajenos) sobre la importancia social de la estadistica y el tratamiento
del azar, para reivindicar la importancia de la Estadistica, que ademas (salvo
quizds en épocas electorales en que es omnipresente) es la parte de las
matematicas mas invisible socialmente.

Empecemos poniendo de manifiesto que, como sefiala el mateméatico hispano-
argentino Luis Santalé® “la vida es un proceso continuo de decisiones que solo
se puede analizar probabilisticamente”, por lo que es conveniente estar
pertrechado de ese tipo de instrumentos para tomar decisiones acertadas.
Peter Hilton, gran matematico y pedagogo norteamericano, sefiala’ que “es (...)
crucial entender, como minimo, los rudimentos de las teorias de probabilidad y

! ‘La ensefianza de las matematicas en la educacion intermedia’, Rialp, 1994.
% En el articulo ‘Matematiques i ensenyament: principis y estat de la quiestié’, Biaix, n° 7, abril
1995.



estadistica —posiblemente las aplicaciones mas importantes de las
matematicas en la vida diaria del mundo de los adultos- (...); la comprension de
las ideas de probabilidad y estadistica ayudara enormemente a desarrollar un
sano y légico escepticismo”. Y también D. S. Moore® corrobora que “la
estadistica es importante por derecho propio, mas importante que el calculo
diferencial e integral en la mayoria de las ocupaciones”.

Desde otro punto de vista, dos escritores sajones bien conocidos sefialan la
importancia del tema. Mark Twain escribe “vengo cargado con estadisticas
porque me he dado cuenta que un hombre no puede demostrar nada sin ellas”.
Y A. Conan Doyle afirma que “mientras que cada individuo es un
rompecabezas irresoluble, colectivamente se transforma en una certeza
matematica. Los individuos cambian, los porcentajes permanecen”.

El hispanista norteamericano Gabriel Jackson® sefiala que “a mi me parece que
esta fuera de toda cuestibn que los idiomas y las matematicas son los
instrumentos basicos a través de los cuales aprendemos muchas otras
materias especificas”. Por eso, segun él, después de los idiomas maternos
habria que aprender inglés, en un futuro previsible de los actuales escolares la
lengua de comunicacion internacional, y también mateméticas ya que “en la
actualidad, y en un futuro previsible, las matematicas son un grupo de
‘lenguajes’ en constante expansion”. En cuanto a lo que deberian incluir los
programas “en un plan de estudios basico, para todas las personas, y no
fundamentalmente para futuros cientificos, las prioridades deberian ser la
aritmética, la lectura de graficos y la estadistica simple, a fin de que la gente
pueda llevar el saldo de sus talonarios y entender tanto el comportamiento
estadistico como individual. También deberia incluir una discreta introduccion al
algebra para poder desarrollar el pensamiento y el razonamiento abstracto”.
Con todo eso da una vision de cuales son las necesidades en la sociedad
actual, que deben incluir todo lo necesario (incluidas matematicas y en
concreto estadistica) para entender los medios de comunicacion.

La importancia social de las mateméticas es una tendencia que se crecera en
el futuro, algo que nos interesa como diagndstico social y en la planificacion y
desarrollo de la ensefianza, en la que literalmente nos jugamos el futuro de
nuestra sociedad. Por eso, dos de ‘Los siete saberes necesarios para la
educacion del futuro’, del pensador Edgar Morin estdn relacionados
directamente con las matematicas®. Son el “2.- Una educacién que garantice el
conocimiento pertinente. (...) La educacion debe promover una ‘inteligencia
general’ apta para referirse al contexto, a lo global, a lo multidimensional y a la
interaccién compleja de los elementos. Esta inteligencia general se construye a
partir de los conocimientos existentes y de la critica de los mismos. Su

® En el capitulo ‘Incertidumbre’ del libro ‘La ensefianza agradable de las matematicas’, de L.A.
Steen (ed), Ed. Limusa, México.

* En el articulo “Ideas para un plan de estudios basico”, aparecido en el periddico ‘El Pais’, del
dia 2/7/98.

® La formulacién esta tomada del articulo ‘Los siete saberes necesarios para la educacién del
futuro’, de E. Morin, en ‘Escuela espafiola’, 2/11/2000. Hay una publicacién mas extensa con el
mismo titulo, que puede obtenerse en traduccion de M. Vallejo-Gomez en la direccién
http://www.rsu.uninter.edu.mx/doc/EdgarMorin.pdf. (Consultado el 21/4/2008).




configuracion fundamental es la capacidad de plantear y resolver problemas” y
el “5.- Enfrentar las incertidumbres. (...) El siglo XX ha derruido totalmente la
predictividad del futuro como extrapolacion del presente y ha introducido la
incertidumbre sobre nuestro futuro. La educacién debe hacer suyo el principio
de incertidumbre, tan valido para la evolucion social como la formulacion del
mismo por Heisenberg para la Fisica. (...) Nos hemos educado aceptablemente
bien en un sistema de certezas, pero nuestra educacion para la incertidumbre
es deficiente.(...) Navegamos en un océano de incertidumbre en el que hay
algunos archipiélagos de certezas, no viceversa” (las cursivas son nuestras).

Respecto al nimero 5, Morin comenta® que “una de las grandes adquisiciones
del siglo XX ha sido el establecimiento de teoremas que limitan en
conocimiento, tanto en el razonamiento (teorema de Gddel, teorema de Chaitin)
como en la accién. En este campo, seflalemos el teorema de Arrow que
constituye la imposibilidad de asociar un interés colectivo a partir de la
coleccion de éxitos individuales. En otras palabras, no existe la posibilidad de
plantear un algoritmo de optimizacion en los problemas humanos (...) Se nos
lleva a una nueva incertidumbre entre la busqueda del mayor bien y la del
menor mal. Por otra parte, la teoria de juegos de Von Neumann nos muestra
gue mas alla de un duelo entre dos actores racionales no se puede decidir la
mejor estrategia con certeza. Ahora bien, los juegos de la vida raramente
comportan dos actores y mucho menos racionales”, lo que lleva a la necesidad
de plantear otro tipo de aprendizaje de las matematicas, con una mayor
cercania a los hechos reales y la utilizacion de materiales manipulativos y
simulaciones informaticas (que para muchos de los actuales alumnos
constituyen una ‘realidad’ tangible).

Es una tarea complejo, porque en la ensefianza uno de los papeles que se le
ha reservado a las mateméticas es reafirmar las certezas, como sefala un
informe del ICMI ”: “Una de las caracteristicas principales de nuestra época es
la pérdida de certeza que afecta a la mayoria de los aspectos de la experiencia
humana: la politica, la religion, la economia, el arte, la comprension de la
ciencia, y el futuro de la propia civilizacion. (...) Incluso una asignatura
considerada de hechos, como la historia, debe creerse porque si. So6lo en
matematicas existe una certeza verificable. Dile a un nifio de primaria que la 2a
Guerra Mundial duré 10 afios y te creera, dile que 4 y 4 son 10 y habra una
discusién. Los nifios saben, a su propio nivel de matematicas, lo que es
correcto y lo que es falso, y lo pueden comprobar ellos mismos incluso aunque
a menudo no se les estimule a hacerlo”.

Estas reflexiones sefalan que tiene que haber una ensefianza que englobe la
vida cotidiana del presente (pero sobre todo la de los alumnos, que es la parte
fundamental de la ensefianza, no la de los profesores o los planificadores
educativos), mirando ademas al futuro. Lo importante es lo que tendra que
pasar, no lo que pasé: el reto es “tener presente el futuro, a las generaciones
venideras, es el gran desafio” afirma Mayor Zaragoza, antiguo director general
de la UNESCO. En un contexto en el que hay consenso en que una persona es

® Ver nota anterior.
" Howson, G.; Wilson, B.(eds). ‘Las matematicas en primaria y secundaria en la década de los
90. Kuwait 1986. ICMI’, Mestral, Valencia (1987)



competente (también en matematicas, como recogen los nuevos planes
educativos, basados en la adquisicion de competencias, entre las que se
encuentran las matematicas) cuando sabe movilizar conocimientos y actitudes
para responder a situaciones reales.

Un futuro (ya presente) centrado en la globalizacion, que se ‘“refiere a una
intensificacion de la conciencia del mundo como un todo global, a procesos
sociales que disminuyen las restricciones de geografia mediante la
condensacion de tiempo y espacio para las mejoras sociales y culturales,
mediante acciones o practicas a distancia que se efectdan en el otro extremo
del mundo. Por otro lado, la globalizacion se corresponde con los cambios
ideoldgicos debidos al racionalismo econdmico donde las politicas de
educacién sirven al negocio y a las fuerzas del mercado, y la educacion se
vuelve una mercancia de transacciéon con un valor de intercambio®, con el
peligro latente de que “de como resultado la abolicion de la diversidad cultural,
de manera que la globalizacion se convierta en una nueva forma de
colonizacion™. Y que conlleva también la diversidad creciente del alumnado
que llega a las aulas de secundaria y bachillerato, derivada, ademas de las
razones presentes en afios o decenios anteriores, de la presencia creciente de
hijos de inmigrantes en nuestro pais.

Por terminar con la importancia de los conocimientos relativos al azar, otro
punto de vista lo proporciona F. A. Hurtado® en lo relacionado con un papel
poco conocido que juega cuando habla “del papel crucial de la estadistica en la
obtencion y el perfeccionamiento de las medicinas.(...) Dejadme que haga un
resumen, que no por dramatico es menos cierto: las mateméticas salvan vidas
humanas diariamente”. Porque hay que afadir que no solo es en el proceso de
aceptacion de nuevas medicinas donde aparece la estadistica, sino, en
general, en todos los protocolos sanitarios.

Todo lo anterior muestra la necesidad de tener un conocimiento social
generalizado dentro de la formacion bésica de los actuales alumnos, que seran
los ciudadanos futuros de una sociedad con mas necesidades estadisticas. Lo
qgue implica una presencia mas clara de los estudios relacionados con el azar y
la incertidumbre en la ensefianza obligatoria.

Pero ademas la urgencia de formacion de profesionales que sepan cubrir las
necesidades estadisticas especializadas para afrontar los retos tecnoldgicos
que permitan mantener y aumentar nuestras capacidades tecnoldgicas
actuales. Eso requiere la percepcion por parte de capas amplias de la
poblacién de la importancia de los estudios de ese tipo, asi como todos los
aspectos atractivos que comporta, lo que puede llevar a generar interés en
seguir estudios universitarios en la materia.

® Evaluacion, globalizacion, diversidad y cambios en educacién matematica. El caso de

Alemania’, de C. Keitel, en ‘Matematicas en Europa: diversas perspectivas’, J. Giménez
gcoord.), Grad, 2001.

‘Les matematiques i les seves aplicacions cientifiques y técniques’, en ‘Conmemoracié del
I’Any Mundial de les Matematiques’, Parlament de Catalunya, 2000



El momento mas adecuado para despertar esas vocaciones es el final de la
ensefianza secundaria (segundo ciclo de la ESO y Bachillerato), donde la
puesta en valor de forma atractiva, manipulativa y préxima de las situaciones
que tienen componentes de azar deberia llevar a generar estudiantes
universitarios de matematicas y de estadistica. Necesidad acuciante porque los
flujos de estudiantes universitarios en esas disciplinas son decrecientes y no
llegan ya a cubrir las necesidades actuales. Y si no se invierte la tendencia nos
vamos a enfrentar como sociedad en los proximos afios con importantes
deéficits de profesionales formados en esas materias que pueden dar lugar a
estrangulamientos sociales y econdémicos ante las dificultades crecientes de
encontrar profesionales que cubran los puestos que seguro que va a aparecer.

Lograr estudiantes universitarios requiere la realizacion de acciones en muchos
ambitos, con una continuada divulgacion de los logros que se consiguen con la
Estadistica y la realidad de las demandas sociales de profesionales en esos
ambitos, pero también desde luego, la percepcion por parte de los
adolescentes y jovenes de que constituyen unos conocimientos atractivos y
préximos, algo que solo se puede lograr con una presencia mayor y diferente
en su ensefianza.

2.- Disefo del proyecto y actividad.

2.1.- Objetivos del Proyecto

Los objetivos del Proyecto de cooperacién son la busqueda, realizacion y
experimentacion de materiales para la ensefianza de la estadistica y el azar en
secundaria y bachillerato.

2.1.1.- Recopilacion de materiales.

El primer objetivo es hacer una busqueda exhaustiva del material realizado y
comercializado, para lograr una recopilacion de todo ese material y hacerlo
accesible al profesorado. En cada uno de los recursos que se consideren mas
interesantes se hardn guias de utilizacibn que complementen las que ya se
propongan. Se compraran de los mejores los ejemplares suficientes para su
utilizacién simultanea por un grupo de clase.

2.1.2.- Realizacién de materiales.

El segundo objetivo es llenar el vacio de materiales existentes (por su
inexistencia real, por su poca adecuacibn 0 por su precio) para la
ensefianza/aprendizaje de la Estadistica y el azar. Para ello habra que hacer el
disefio de los mismos y todo el recorrido entre el disefio tedrico y la realizacion
practica de ejemplares suficientes para una clase.

El proceso en general es largo (porque requiere un trabajo en contacto con los
disefiadores gréaficos primero y con los artesanos que los tienen que fabricar) y
de sucesivos ajustes hasta llegar a tener unos materiales optimos. Contamos



con la experiencia de los integrantes del grupo en la realizacion de Proyectos
de Investigacion e Innovacion de diferentes clases, de Exposiciones didacticas
(en particular las utilizadas actualmente en el Programa ‘Matematica Vital’, que
se pueden consultar en la pagina www.matematicavital.com) y como ultimo
ejemplo destacado la exposicion ‘SUERTES’, con un recorrido ya hecho por
Aragoén y con un calendario previsto para continuarlo el curso préximo.

2.1.3.- Experimentacién de materiales.

Tanto los materiales comerciales como los disefiados por nosotros tendrian
poco valor sin una experimentaciéon con alumnos que permitan fijar las formas
de utilizacién adecuada para los diferentes niveles educativos y en el contexto
de diferentes situaciones. Por eso se realizaran guias didacticas de cada uno
de los materiales que permitan tener elementos contrastados de sus
posibilidades de uso, lo que permitirA su utilizacion en diferentes niveles
educativos y dentro del mismo nivel la atencién a la diversidad.

2.1.4.- Puesta a disposicién de la comunidad educativa.

Una vez realizado todo el trabajo y con los materiales ya contrastados se
pondran a disposicion de todos los interesados. Aquellos que se fabriquen
estaran en el CPR de Alcafiz para poder prestarlos. Los que tengan formato
informatico se pondran a disposicién de la comunidad educativa a partir del
CATEDU asi como en las péaginas web del CPR, del Departamento de
Estadistica y de Matematica Vital.

El contacto con los profesores para que se los utilicen con sus alumnos se
podré realizar a través del CPR de Alcafiz en el ambito de su influencia; por el
Programa ‘Matemética Vital' en los centros que participan en el mismo; por
CATEDU a través de la web y por el Departamento de Métodos Estadisticos en
todo el distrito universitario. Con ello se asegura una influencia de los
materiales disponibles en toda la comunidad educativa.

2.2.- Hipotesis que guian la investigacion o la practica educativa.

No hay demasiados materiales (tanto manipulativos como de simulacion
informatica) accesibles desde los centros y con facilidad de uso y de
posibilidades de utilizacion para una mayor rentabilidad pedagdgica. Y como
una de las caracteristicas del aprendizaje del azar es que no es intuitivo, hay
que dedicar mayores esfuerzos, con materiales diversos, en contextos
diferentes y extendidos en el tiempo para poder llegar a tener aprendizajes
significativos.

2.3.- Contenidos que se van a desarrollar en la investigacidon o la practica
educativa.

Como se desprende de los objetivos, se van a recopilar los materiales
existentes y se van a disefiar los que sea nhecesario para la
ensefianza/aprendizaje de los conceptos y procedimientos mas importantes



que no estén contemplados o tratados adecuadamente en los materiales
existentes.

La adecuaciéon de los materiales se realizara mediante la puesta en practica de
los mismos en grupos de alumnos en condiciones normales de escolarizacion
en cada nivel educativo (ESO y Bachillerato).

2.4.- Metodologia de trabajo.

De forma conjunta por todos los integrantes del equipo de trabajo (de la
Universidad y de Enseflanza Secundaria) se hara una panoramica de los
conceptos y procedimientos mas importantes en la enseflanza/aprendizaje de
la Estadistica y el azar; se aportaran los materiales conocidos, se investigaran
las existencias en el mercado y se decidirdn cuales son la ausencias mas
importantes a los que dedicar esfuerzos en el disefio de nuevos materiales.

En las sucesivas reuniones se iran poniendo en comun los avances realizados
en la consecucidén de materiales y se debatird sobre su experimentacién en el
aula. Después se discutirdn los resultados y se obtendran las conclusiones
pertinentes.

El papel de los integrantes del Departamento de Métodos Estadisticos es el de
proveedor de los conocimientos teéricos, el manejo de bibliografia pertinente y
la vision de conjunto de la importancia relativa de los temas a tratar.

El equipo de profesores de secundaria aportan su experiencia en el desarrollo
de Proyectos de innovacion, en la ensefianza en esos niveles, en la formacién
permanente de profesores, en la investigacion educativa y en la animacion
pedagdgica.

2.5.- Organizacion y temporalizacion.

El primer trimestre del curso 2008/09 se dedicara al trabajo de recopilacién de
materiales y disefio de nuevos materiales (con realizacion de prototipos de
ellos).

En el segundo trimestre se comenzara con la experimentacion en pequefia
escala de los mismos para poder pasarlos a la produccién y experimentacion
definitiva. Y se experimentaran en el final del segundo trimestre e inicios del
tercero.

En el tercer trimestre se acabara con la experimentacion, se discutiran las
conclusiones y se redactara la Memoria del Proyecto.

2.6.- Evaluacion prevista del proceso.
En toda la fase de experimentacion de los materiales se pasaran cuestionarios

a los alumnos de conocimientos previos y posteriores, asi como sobre su
actitud ante el aprendizaje de la Estadistica y el azar.



3.- Presupuesto detallado.

3.1.- Material fungible y de reprografia 500 €

3.2.- Material bibliografico y publicaciones 1000 €

3.3.- Material diverso de utilizacion docente

Folletos de utilizacion de los materiales, paneles explicativos, realizacion de los
materiales (disefio gréafico, realizacion de los mismos —carpinteria, artesanias
diversas,...), dados, ruletas, urnas,.....

8000€
3.4.- Desplazamientos y asesorias 1000 €
3.5.- Gastos de coordinacion 1500 €

Total gastos 12 000 €
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1.- CARACTERISTICAS GENERALES Y PARTICULARES DEL CONTEXTO EN EL QUE SE HA
DESARROLLADO EL PROYECTO

Como se indicaba en la Memoria de Diseio del Proyecto, en una sociedad con
necesidades estadisticas crecientes, es evidente la necesidad de tener un
conocimiento social generalizado sobre Estadistica y Probabilidad, lo que
implica, de manera natural, una presencia mas clara de los estudios
relacionados con el azar y la incertidumbre en la ensefianza obligatoria.

Ademas, es urgente la formacion de profesionales que sepan cubrir las
necesidades estadisticas especializadas para afrontar los retos técnicos que
permitan mantener y aumentar nuestras capacidades tecnoldgicas actuales.
Eso requiere la percepcién por parte de capas amplias de la poblacién de la
importancia de los estudios de ese tipo, asi como los atractivos aspectos que
comportan, lo que llevara a generar interés en seguir estudios universitarios en
la materia.

El momento mas adecuado para despertar esas vocaciones es el final de la
ensefianza secundaria (segundo ciclo de la ESO y Bachillerato), donde la
puesta en valor de forma atractiva, manipulativa y proxima de las situaciones
que tienen componentes de azar deberia llevar a generar estudiantes
universitarios de matematicas y de estadistica. Necesidad acuciante porque los
flujos de estudiantes universitarios en esas disciplinas son decrecientes y ya no
cubren las necesidades actuales. Y si no se invierte la tendencia nos vamos a
enfrentar como sociedad en los préximos afios con importantes déficits de
profesionales formados en esas materias que pueden dar lugar a
estrangulamientos sociales y econémicos ante las dificultades crecientes de
encontrar profesionales que cubran los puestos que seguro van a aparecer.

Lograr estudiantes universitarios requiere la realizacion de acciones en muchos
ambitos, con una continuada divulgacion de los logros que se consiguen con la
Estadistica y la realidad de las demandas sociales de profesionales en esos
ambitos, pero también desde luego, la percepcion por parte de los
adolescentes y jovenes de que constituyen unos conocimientos atractivos y
proximos, algo que solo se puede lograr con una presencia mayor y diferente
en su ensefianza.

A pesar de la necesidad social evidente de conocimientos de Estadistica y
Azar, nos encontramos con una situacion en la que, a pesar de la relevancia de
la asignatura de Matematicas en los estudios de Secundaria y Bachillerato, la
presencia en los mismos del tratamiento de la incertidumbre es insuficiente.
Tanto en tiempo como en la forma en la que se aborda.

En cuanto al contexto de los participantes en el proyecto, nos enfrentdbamos a
la posibilidad de comenzar un trabajo conjunto por parte de una serie de
profesores de Secundaria (bastantes de ellos con una larga trayectoria pasada
de investigacion y desarrollo de materiales para la ensefianza de las
matematicas en general y sobre el tema que nos ocupa en particular), que
podian contar con la colaboracion del CPR de Alcafiz para nuclear una
relacion profesional, junto con el aporte tedrico y experiencia practica del
Departamento de Métodos Estadisticos.



2.- CONSECUCION DE LOS OBJETIVOS DEL PROYECTO:

a) Propuestos inicialmente.

Los objetivos del proyecto consistian en la busqueda, realizacién vy
experimentacion de materiales para la ensefianza de la estadistica y el azar en
secundaria y bachillerato.

La hipdtesis de trabajo es la falta de materiales (tanto manipulativos como de
simulacion informética) accesibles desde los centros y con facilidad de uso.
Esa situacion se acentta con el hecho de que una de las caracteristicas del
aprendizaje del azar es que no es intuitivo, por lo que hay que dedicar mayores
esfuerzos, con materiales diversos, en contextos diferentes y extendidos en el
tiempo para obtener aprendizajes significativos.

b) Al finalizar el Proyecto

Antes de enumerar los objetivos alcanzados al finalizar el proyecto queremos
resaltar alguna de las limitaciones con las que nos hemos enfrentado.

En primer lugar, el tiempo de desarrollo del proyecto ha sido menor del
inicialmente previsto, dado que la comunicacién de la concesion del Proyecto
se retrasé hasta diciembre de 2009.

La limitacién temporal, junto con un importante recorte del presupuesto, nos ha
llevado a tener que limitar los materiales a desarrollar, asi nos hemos centrado
en tres tipos de materiales: dados, ruletas y maquina de Galton, que, aun
siendo particulares, posibilitan actuaciones generales sobre el azar.

La falta de tiempo también nos ha llevado a realizar la experimentacion de los
materiales desarrollados de forma parcial en situaciones extraordinarias: visita
a exposiciones o al departamento de Métodos Estadisticos.

A pesar de las limitaciones que acabamos de comentar, se han obtenido
esencialmente (aunque de forma parcial, como se acaba de describir) los
objetivos del proyecto. En concreto, en términos globales,

e Se han diseflado materiales apropiados con dados, ruletas y tableros de
Galton, que actualmente estan en fase de experimentacion definitiva con
grupos de alumnos en situaciones ‘normales’ de clase en diversos
centros de ensefianza.

e Ademas, complementando los obijetivos inicialmente previstos, se ha
desarrollado una bateria de problemas y juegos que pueden ser de gran
utilidad para despertar el interés por el tema.

Las limitaciones presupuestarias (presupuesto concedido respecto al
presupuesto original solicitado) han impedido abordar la realizacion informatica
de modelos y materiales, siendo una de las vias l6gicas de continuacion del
proyecto.



3.- CAMBIOS REALIZADOS EN EL PROYECTO A LO LARGO DE SU PUESTA EN MARCHA
EN CUANTO A

Objetivos: Los resefiados en el apartado anterior.
Metodologia: Sin cambios.
Organizacion: Sin cambios.

Calendario: El haber dispuesto de un trimestre menos nos ha llevado,
sobre todo, a aplazar para el curso préximo la experimentacion de los
materiales con grupos de alumnos en circunstancias normales de clase.

4.- SINTESIS DEL PROCESO DE EVALUACION UTILIZADO A LO LARGO DEL PROYECTO.

A la vista de lo que se expone en el documento ‘Materiales para el aprendizaje
del azar, que se adjunta, se observa que hemos elaborado un extenso y
variado conjunto de materiales que estamos convencidos que pueden ser de
gran utilidad para desarrollar en toda su amplitud los objetivos propuestos
inicialmente en el proyecto.

A falta, como hemos dicho en apartados anteriores, de la experimentacion de
los materiales con grupos de alumnos en circunstancias normales de clase, el
proceso de evaluacién de los materiales obtenidos ha sido el de la discusién
colectiva entre los miembros del grupo de los avances obtenidos y las
observaciones efectuadas por los alumnos que han participado en las pruebas
parciales realizadas.

5.- CONCLUSIONES.

A lo largo de este curso se han ido recopilando materiales, tanto manipulativos
como bibliograficos, que permiten afrontar con otras perspectivas la ensefianza
y el aprendizaje del azar. El trabajo ha permitido también ir cohesionando un
grupo de trabajo en estos temas.

De cara al futuro creemos que se debe profundizar en los objetivos y tareas
previstos en los términos que comentamos a continuacion:

a) Debe realizarse una experimentacion extendida de los materiales en el
aula con un numero suficiente de alumnos.

Por el momento solo se ha hecho en pequefos grupos y en contextos no
escolares (visitas a la exposicion ‘Suertes’ en Alcafiz; visitas de grupos
de alumnos al Departamento de Estadistica para conocer sus
investigaciones, en el marco del Programa ‘Matemética Vital’). La
experimentacion en el aula no se ha hecho este curso por las
limitaciones de tiempo antes comentadas, asi que queda por hacer el
trabajo de campo en el devenir diario de las clases.

b) Aunque los materiales elaborados son perfectamente validos para la
experimentacién generalizada, no dejan de ser prototipos elaborados a



pequefia escala (unas pocas unidades). Por eso, debe pasarse de la
fase de prototipos a la realizacion de materiales suficientes para un
grupo-clase. Es decir, hay que dar el paso de la experimentacion en
pequefos grupos a grupos normales de clase en centros educativos.

c) En el futuro deben realizarse versiones informaticas de los materiales,
en aquellos en que sea posible. Esto faciltard& ademas la
experimentacion a mayor escala.

Es un topico decir que estamos en la época de la informacion y de la
comunicacion. Por eso, aunque siguen siendo evidentes las ventajas de
la utilizacion de materiales manipulables con las manos, también es
conveniente, siempre que sea posible, disponer de aplicaciones
informaticas. Pensamos que es posible hacerlo en diferentes juegos
(Caza de patos, pasos de rio, ...) y en situaciones interesantes
(Problema de Monty-Hill, Casarse en Machuria,...). De nuevo, este afio
no se ha podido abordar este aspecto por limitaciones temporales y
presupuestarias.

d) Finalmente, queremos sefalar lo interesante que seria tener un montaje
audiovisual con la presencia de la aleatoriedad en peliculas y series de
las que habitualmente vemos en el cine o en nuestras casas.

El visionado de un montaje de este tipo permite la discusion colectiva
sobre temas muy poco ‘evidentes’ y ante los que hay toda una serie de
malentendidos y “lugares comunes”.

6.- LISTADO DE PROFESORES/AS PARTICIPANTES CON INDICACION DEL NOMBRE CON
LOS DOS APELLIDOS Y D.N.I.

Gerardo Sanz Saiz 17201907-H
Fernando Corbalan Yuste 18398793-N
Angel Salar Galvez 74151904-L
Maria Jesus Anson Latorre 29085119-D
Miguel Barreras Alconchel 17767026-Q
Daniel Sierra Ruiz 17721416-P
Sara Fandos Paris 73076419-Z
Juan Carlos Gil Mongio 25432524-K
F. Javier Lépez Lorente 25448432-]
Pedro Mateo Collazos 29088334-G

7.- MATERIALES ELABORADOS.

Se detallan en el anexo a esta memoria denominado ‘Materiales para el
aprendizaje del azar'.



Los que estan realizados fisicamente estan a disposicion de los interesados en
el CPR de Alcafiiz.

8.- BREVE DESCRIPCION.

Ademas de una recopilacion de materiales existentes para la ensefianza de la
estadistica y el azar en secundaria y bachillerato, se han disefiado y puesto a
punto prototipos y realizaciones efectivas de materiales didacticos adecuados
para la comprension del azar, la Probabilidad y la Estadistica.

Los materiales se han realizado utilizando tres tipos de “instrumentos basicos”:
dados, ruletas y maquina de Galton. La eleccion de este tipo de materiales
responde tanto a la familiaridad de los mismos como a la potencialidad que
ofrecen para entender la idea de azar y sus consecuencias.

Con los materiales elaborados, se han realizado pruebas parciales con
pequefios grupos de estudiantes y queda por realizar la experimentacion
efectiva en condiciones normales de clase.

Se aporta también una colecciébn de problemas y juegos interesantes para
motivar el aprendizaje de la incertidumbre.
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INTRODUCCION

Aportamos unas reflexiones sobre los materiales que hemos trabajado, que
incluyen actividades (o secuencias de las mismas), asi como, en algunos
casos, las variantes de disefio y adecuacion que hemos ido haciendo a lo largo
del trabajo en el Proyecto.

Respecto a la presentacion que hacemos, la concepcion de que un programa
de matematicas (o la presentacidbn de unos materiales) hay que hacerla
siguiendo un orden tematico (nimeros, geometria, azar) y légico (empezar por
lo mas sencillo para ir hacia lo complejo) se apoya en el supuesto
epistemoldgico que ve en los mismos la racionalidad propia del ‘espiritu del
sistema’. Pero es solo una de las posibles y quiza no la mas apropiada para la
mayoria del alumnado, porque ninguna experiencia permite suponer que lo
aprendido de esa manera perviva mejor en el tiempo. Lo mismo sucede si nos
limitamos al caso particular del aprendizaje de la estadistica y el azar en la
secundaria y el bachillerato.

Por esa razén, hemos organizado nuestro trabajo (y asi lo vamos a hacer
constar en este Anexo de la Memoria) sobre los tipos de materiales y no sobre
temas curriculares. Nos hemos centrado en tres tipos:

1) Dados
2) Ruletas
3) Maquina de Galton

Consideramos que son materiales interesantes que permiten su utilizacion en
varios contextos y en diferentes secuencias educativas, por lo que es
interesante disponer de materiales apropiados de ese tipo. Tanto los dados
como las ruletas se caracterizan por ser eficaces herramientas en la simulacion
(hay mucha bibliografia al respecto, pero nos limitamos a sefialar los libros
clasicos en el tema de A. Engel, T. Varga y W. Walser (1972) ‘Hasard ou
Strategie’, OCDL y también de A. Engel (1975) ‘L'enseignament des
probabilités et de la statistique’, CEDIC). Ademas, tanto los dados como las
ruletas son generadores aleatorios que resultan familiares a los alumnos, lo
gque hace que sean especialmente apropiados para introducir o profundizar el
estudio de la aleatoriedad. El objetivo pedagodgico es que los alumnos
dispongan del tiempo suficiente para familiarizarse con ellos para efectuar todo
tipo de sorteos, antes de utilizar directamente tablas de nimeros aleatorios o
de generarlos con un ordenador.

Hay que sefialar ademas que las posibilidades de dados y ruletas no se limitan
a cuestiones sobre el azar, sino que también pueden servir para generar otras
acerca de numeros y geometria, como veremos ejemplificado en algunos
casos. Es un valor afiadido porque nos lleva al aprendizaje con una perspectiva
interdisciplinar.

A estos tres tipos generales de materiales afiadimos una coleccion de
problemas que pueden proporcionar situaciones interesantes para su utilizacion
en clase. También adjuntamos juegos ya utilizados con anterioridad para anadir



situaciones ludicas. Los materiales desarrollados este afio, junto con estas
situaciones, pueden dar lugar a lo largo del curso proximo a una
experimentacion extendida en clase (en diferentes contextos, edades, cursos y
situaciones) que ubicaran de forma mas clara su utilidad en el aprendizaje de
las situaciones aleatorias.

1.- DADOS

Existen diferentes y muy variados tipos de dados: poliédricos, prismaticos, de
hacer quinielas, con las caras en blanco, .... Cada uno de ellos puede tener
usos muy diversos.
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a) Dados blancos

Disponemos de un dado cubico con todas sus caras en blanco (pueden
obtenerse con facilidad en el mercado o fabricarse como pequefios cubos de
madera).

¢, COmo saber si esta bien construido? ¢ Tiene alguna cara "cargada'?
Responder estas preguntas implica una doble tarea:
- codificar, numerando las caras del dado,

- experimentar, efectuando un cierto numero de lanzamientos. ¢ Cuantos seran
necesarios?




Durante la fase de experimentacion es interesante dejar a los alumnos que
decidan por si mismos y observar las diferentes maneras en que se recoge la
informacion. Una de ellas consiste en anotar los resultados conforme se vayan
produciendo; pero otra, sin duda mas metddica y rentable, consiste en efectuar
un recuento a partir de una tabla.

Puesto que las codificaciones han sido individuales -y por tanto diferentes-,
poner en comun la informacion obtenida supone revisar la codificacion de
partida.

¢ Es importante que la distribucién de puntos en las caras de un dado sea una u
otra?; ¢ Afecta al resultado?

Normalmente, los dados que se encuentran en el mercado y que se utilizan en
todo tipo de juegos estan construidos de manera que la suma de caras
opuestas sea 7 y estan orientados a derechas (observando las tres caras que
confluyen en un vértice, su numeracion en orden creciente sigue el sentido
contrario al de las agujas del reloj).

¢ Tiene esta orientacidon algo que ver con el resultado de los lanzamientos?
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En el transcurso de las actividades que acabamos de resefiar se estan
poniendo en accion estrategias tales como:

(&9

- codificar y decodificar.
- conjeturar y verificar.
- hacer tablas para sistematizar la informacion.

Al mismo tiempo se ponen las bases para generar conceptos tales como:
- azar,
- situaciones equiprobables y no equiprobables.

La experimentacion es una fuente de informacion. Los resultados de una
experiencia son modificados con las siguientes preguntas.

¢,Como es posible que el azar produzca regularidades y esté sujeto a leyes
matematicas?

¢,COmo es posible que haya diversos grados de probabilidad en los sucesos
aleatorios?



Es conocido que el concepto de azar es dificil. Por eso mismo es importante la
experimentacion, porque sélo con la practica puede llegarse al convencimiento
de que el azar produce regularidades. Y esto es fundamental si se desea
romper esqguemas deterministas de pensamiento y llegar a tener ideas mas
correctas sobre la aleatoriedad.

Puesto que los resultados obtenidos pueden ser debidos al azar, no se pueden
hacer afirmaciones categodricas, sino de tipo probabilistico. Surge asi la
cuestion de saber hasta qué punto son significativos los resultados de la
experiencia. En resumen, en cualquier experiencia aleatoria sera necesario, al
menos, realizar dos tipos de trabajo:

-Tratamiento y analisis de la informacion.
-Test de significacion.

Otras preguntas conexas a la actividad con dados se adentran en el dominio
geomeétrico (lo que nos lleva a una perspectiva interdisciplinar):

- ¢Como estan construidos los dados anteriores? ¢Qué puedo hacer para
averiguarlo?
- Construir un dado regular, utilizando cartulina, tijeras y pegamento.

El paso del espacio al plano que requiere el analisis de la construccion de un
dado, puede poner de manifiesto el hecho de que no existe, necesariamente,
un unico desarrollo plano de un mismo dado. Y nos lleva ademas a que la
construccion de poliedros exige la busqueda de algoritmos que permitan
previamente dibujar poligonos regulares.

Por otra parte, una vez construido un poliedro regular, podemos numerar sus
caras con 0 y 1, en la proporcidon que deseemos. Al efectuar una serie de
lanzamientos con el dado que construyamos, el resultado es una secuencia de
0y 1. Esto conduce a un nuevo tipo de problemas:

-Suponiendo que se conoce la secuencia de 0 y 1 obtenida al efectuar una
serie de lanzamientos con un poliedro regular, averiguar en qué proporcion
estan marcadas sus caras con ceros y unos.

Esta cuestidon es realmente dificil, ya que hay que utilizar métodos estadisticos
mas sofisticados, tales como confeccién de histogramas, comprension del
significado de la pareja media-desviacion tipica, test de significacion, etc.
Métodos todos ellos que nos dejardn siempre con cierto grado de
incertidumbre.

b) Dados requlares e irregulares

Ya hemos visto antes los cinco dados posibles que son poliedros regulares.
Pero pueden construirse otros irregulares que permiten elaborar el concepto de
mas o menos probable asociados al nimero de caras y a sus areas. Por
ejemplo, un prisma triangular como el de la figura.



Algunas de las preguntas que surgen al experimentar con dados poliédricos
estan directamente relacionados con el azar:

- ¢, Hay equiprobabilidad entre las caras?

- ¢ Hay alguna cara sesgada?

- En el prisma triangular, ¢qué es mas facil, que salga una cara triangular o una
rectangular? Suponiendo que un jugador apuesta por ‘rectangulo’ y su contrario
por ‘triangulo’, ¢en qué proporcion deberian hacerse las apuestas para que el
juego fuese equitativo? ¢Qué ocurre si varian las dimensiones de los lados de
cada cara? ¢Se puede construir un dado de este tipo en el que la cara
triangular tenga igual posibilidad de salir que la rectangular? ¢Y de que tenga
doble posibilidad?

Cambiando a otros tipos de dados, se pueden proponer preguntas como las
siguiente:

- Lanzamos un dado tetraédrico y anotamos la cara que ha salido. ¢ Cuantos
lanzamientos habria que efectuar, por término medio, para que vuelva a salir
esa cara?¢Hay alguna regularidad?

- Las mismas preguntas para el caso de un cubo, un octaedro, un dodecaedro
y un icosaedro.

- ¢Cuantas veces hay que lanzar un dado tetraédrico para que salgan todas
sus caras? ¢ Y uno cubico? Lo mismo con otros tipos de dados regulares.

c) Dados de potencias

Los dados con potencias de dos en sus caras, como los de la foto, permiten
descubrir multitud de relaciones numéricas. Y pueden hacerse tareas similares
sin mas que pegar en sus caras gomets autoadhesivos con las potencias de
otros numeros.



Para estudiar las funciones exponencial y logaritmica se puede comparar la
distribucién de los niumeros en estos dados con los normales.

Para que aparezcan los isomorfismos, se pueden lanzar dos dados de
potencias y calcular el producto de sus resultados y su cociente. ¢Qué
operaciones corresponden en los dos dados normales?

En cuanto a la equivalencia se puede proponer la construccion de una ruleta
equivalente a un dado de potencias.

d) Dados de guinielas

En el mercado existen dados para rellenar quinielas al azar (como los de la
foto). Estan construidos de manera que tienen tres caras marcadas con 1, dos
con X y una con 2. Con estos dados se puede llegar a la relacién entre
frecuencia y probabilidad, y a la construccion de un modelo probabilistico
partiendo de una estadistica.
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Se pueden hacer muchas preguntas sobre este tipo de dados. Y al rellenar
guinielas con estos dados puede llevar a multitud de problemas combinatorios,
como los siguientes:

¢ Por que se han construido asi?

¢, Cuantas quinielas se pueden hacer?
¢,Cuantas con un partido fijo?

¢, Cuantas con dos partidos fijos?

Finalmente, se puede construir una ruleta que simule un dado de hacer
quinielas, y utilizarla también para rellenar algunos boletos.

2.- RULETAS.

Pensamos que las ruletas no convencionales, con sectores adecuados a las
distintas situaciones de azar, pueden servir de instrumentos poderosos para
proporcionar modelos analdgicos.

Con ruletas de sectores equivalentes pueden plantearse, entre otras muchas,
cuestiones como las siguientes:

-¢,Cual de las tres ruletas siguientes convendria elegir para efectuar un sorteo
justo (o equitativo) entre tres personas?

- Tomamos un dado cubico (el normal) con las caras en blanco y las
numeramos con 0 y 1 en una determinada proporcion. ¢Qué ruleta de las
anteriores es equivalente a ese dado?

- Utilizando dados blancos, numerar sus caras con 0 y 1, de manera que se
puedan hacer con ellos sorteos equivalentes a los de las ruletas anteriores.

-Tomamos un dado regular cualquiera de los construidos en el apartado
anterior y numeramos sus caras al azar con ceros y unos. ¢Hay alguna ruleta
equivalente a ese dado? Si la respuesta es negativa, construirla.

Respuestas posibles a las cuestiones anteriores son las que aparecen a
continuacion:
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Hasta ahora hemos considerado ruletas de sectores equivalentes, pero
también podemos utilizar ruletas con sectores diferentes entre si. Ese es el
caso de construir un dado que sea equivalente a la ruleta siguiente, que es
bastante mas complicado porque podria no haber un poliedro regular (con los
gue hemos construido los dados) como respuesta:

En todas estas actividades como vemos no solo hay referencias al azar, sino
también a geometria y a numeros. Hay que destacar que construir ruletas
implica buscar procedimientos que permitan dividir la circunferencia en
diferentes partes iguales, o que nos lleva a cuestiones geométricas. Es
importante observar también que, a pesar de que el dado elegido sea diferente,
la proporcion de 0 y 1 en las caras puede ser la misma, lo que nos lleva de
forma natural a cuestiones de nimeros y de proporciones.

En cuanto a su relacion con la resolucién de problemas, se puede utilizar la
analogia como estrategia apropiada, al tiempo que introducir como red
conceptual la equivalencia (de sorteos aleatorios, de probabilidades, de
porcentajes, de fracciones). Descubrir analogias y diferencias requiere
considerar algunas ideas tan importantes como la simetria (que es a su vez
una buena estrategia de resolucion de muchos otros problemas y juegos), asi
como técnicas como la medida de angulos. Pero sin duda, lo mas interesante
es llegar a ese descubrimiento a través de la experimentacion, bien poco
frecuente en las clases de matematicas. Con ella, por una parte, se generan
ideas en tomo al concepto de azar (y se cuestionan las existentes, surgiendo



un montén de preguntas) y por otro se introduce el aspecto del conocimiento
matematico como consecuencia, en parte, de la realizacion de pruebas
experimentales.

Algunos prototipos que hemos desarrollado para la construccion de ruletas
adaptables a diferentes situaciones, aparecen en los esgquemas siguientes,
sucesivamente mejorados:

Tornille.
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Modelo 1
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Algunas ejemplos de las ruletas que hemos desarrollado aparecen fabricados
en las fotos siguientes (cuyos discos pueden ser modificados con facilidad para
adaptarlos a los problemas concretos, de los que tenemos varios prototipos):

Asimismo hemos desarrollado otras formas geométricas que, con los afadidos
correspondientes, permitiran adaptarlas en el futuro a nuevos problemas:
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Distribuciones

Los dados y las ruletas pueden emplearse para simular algunas distribuciones
estadisticas, como la binomial o la exponencial.

El siguiente ejemplo no es mas que un modelo -a pequefia escala- de la
desintegracion radiactiva. Disponemos de 100 dados que vamos a lanzar
repetidas veces. En cada lanzamiento eliminamos todas aquellos que den
como resultado 6.

- ¢Cuantos dados quedaran tras el primer lanzamiento? ¢Y tras el segundo?
¢ Y después del tercero? ...

- ¢ Cuantos lanzamientos seran necesarios, por termino medio, para eliminarlos
todos?

Al hacer el histograma correspondiente, y ajustarle una curva, se obtiene la
distribucion exponencial.

Las cuestiones que siguen, tratan sobre distribuciones binomiales.

- Lanzamos un dado 100 veces. Consideramos ‘éxito’ obtener un numero par.
¢ Qué numero medio de éxitos esperas alcanzar en los 100 lanzamientos?

- En el lanzamiento de un dado cubico consideramos ‘éxito’ obtener un 6. ¢ Qué
namero medio de ‘éxitos’ esperas alcanzar en 100 lanzamientos?

- Se dan 5 dados a cada alumno. Cada uno efectuara un Unico lanzamiento de
sus 5 dados y contara el numero de ‘éxitos’ en dos casos:

a) Sacar un numero par es ‘éxito’.
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b) Sacar un 6 es ‘éxito’.

Se hard un recuento de los resultados de la clase, para cada caso. Se
analizaran; se haran sendos histogramas y se aproximaran por una curva.

Los histogramas adoptan un aspecto parecido al siguiente

Dos ejemplos de distribuciones geométricas:

- Lanzamos un dado cubico hasta que salga el 6. ¢Cuantos lanzamientos
necesitaremos hacer?

- ¢Cuantas tiradas habra que realizar para que aparezcan todas las caras de
un dado?

3.- MAQUINA DE GALTON

Es un instrumento sumamente ilustrativo para ver de forma fehaciente un
hecho tedrico muy complicado (la distribuciéon normal), lo que es una muestra
mas del caracter ‘experimental’ de los conocimientos matematicos. Pero la
Gnica manera de que cumpla su cometido es que sea lo suficiente precisa para
gue en realidad se obtenga la curva normal.

Hay varios problemas de disefio y de realizacion. Esos problemas ya los
abordamos en la etapa de la realizacion de la exposicion ‘Suertes’, y llegamos
a realizar un prototipo de gran tamafio que funcionaba de forma satisfactoria,
aunque mejorable, sobre todo porque el tamafio de las bolas que teniamos
(canicas) dificultaba la percepciéon de la curva, asi como el retorno al principio
una vez hecho un experimento. Tras varias pruebas hemos encontrado un tipo
de bolas (de plastico utilizadas para rifles) y un tamafio adecuado para el
prototipo.
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Se ha probado con muchos grupos de alumnos, durante la estancia en Alcafiz
de la exposicion (en diciembre de 2008) y ahora funciona de forma
satisfactoria. Pero el tamafio del aparato (que se observa en la foto adjunta)
impide que sea transportable con facilidad y queda pendiente el reto de
conseguir uno sencillo de fabricar y mas ligero pero que funcione
correctamente (puesto que los existentes en el mercado tienen muchas
deficiencias).

Hemos avanzado en el disefio de los mismos y tenemos prototipos que
responden a los esquemas siguientes, con diferentes tamafios. Asimismo
estamos en fase experimental con diferentes tamafios de las bolas antes
resefiadas para lograr un funcionamiento satisfactorio, asi como una facilidad
de construccién que permita realizar ejemplares suficientes como para que en
las clases se puedan utilizar por el alumnado.

APARATO  DE GALTON

CROQUIS _APARATO DE GALTON
TIPO  BOLSILLO
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4.- PROBLEMAS Y JUEGOS.

i) Problemas.

Presentamos en primer lugar los problemas, agrupados por temas y/o
materiales necesarios para poder pensarlos.

Dados

1.- Un dado esté trucado, de modo que la probabilidad de obtener las distintas
caras es directamente proporcional a los numeros de éstas. Se pide: la pro-
babilidad de cada una de las caras.

2.- Un dado esta trucado, de modo que la probabilidad de obtener las distintas
caras es inversamente proporcional a los nimeros de éstas. Se pide: la pro-
babilidad de cada una de las caras.

3.- Se lanza un par de dados corrientes. Hallar la probabilidad de que la suma
de los nimeros sea mayor que 4.

Cartas

1.- Se extrae 1 carta de una baraja de 40 cartas. Probabilidad de que sea: a) un
basto; b) un rey, c) ni basto ni rey.

2.- Se extraen dos cartas de una baraja de 40 cartas. Probabilidad de que una

de ellas sea el As de copas, considerando: a) Se extraen a la vez. b) Se
devuelve la primera carta al mazo de cartas antes de sacar la segunda.
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Combinatoria

1.- Tres niflas y tres nifios se sientan en fila. Hallar la probabilidad de que las
tres nifias se sienten juntas. Hallar la probabilidad de que los nifios y las nifias
estén alternados.

2.- Seis matrimonios se encuentran en una reunion.

a) Si se escogen 2 personas al azar. Hallar la probabilidad de que sea un
matrimonio.

b) Si se escogen 4 personas al azar. Hallar la probabilidad de que sean dos
matrimonios.

3.- Un jugador lanza 4 monedas y el otro 3. Si gana el que obtiene mayor
namero de caras, obtener la probabilidad que cada uno tiene de ganar.

4.- Se hace al azar una permutacion de los nameros 1,2,3, ..., n. Calcular la
probabilidad de que:

a) Los numeros 1y 2 aparezcan consecutivamente en dicha permutacion.

b) Los numeros 1, 2, 3 y 4 aparezcan consecutivamente.

5.- Maria y Lola son las finalistas de un torneo de ajedrez. Ganara el torneo
quien gane dos partidas consecutivas o tres alternas. Hallar el espacio
muestral.

Situaciones

1.- Una linea de autobuses que va a un instituto esta servida por 10 autobuses:
a)Probabilidad de hacer el viaje de ida y vuelta en el mismo autobus.
b) De hacerlo en distinto autobus.

2.- En un torneo social de un club de tenis juegan 5 personas: 3 mujeres y 2
hombres. Las personas del mismo sexo tienen la misma probabilidad de ganar,
pero cada hombre tiene el doble de posibilidades de ganar que una mujer.
Hallar la probabilidad de que:
a)el torneo lo gane una mujer
b) el ganador sea un hombre.

3.- Se ha comprobado que en una ciudad el 60% lee el periddico A, el 50% lee
el periédico B y el 20% lee ambos periddicos.

a) Calcula la probabilidad de que elegido al azar una persona, ésta lea alguno
de los dos periodicos.

b) Si hemos elegido una muestra de 500 personas. ¢ Cuantos cabe esperar que
lean alguno de los dos periodicos?

4.- Se lanza un dado normal 100 veces. La tabla siguiente nos detalla la
aparicion de los seis numeros.

NUmero 1 2 3 4 5 6
Frecuencia |14 16 21 19 14 16

17



a) Hallar la frecuencia experimental, a partir de este experimento de que
aparezca el nimero 3.
b) ¢ Cual es la frecuencia tedrica?

5.- Un estudiante se presenta a un examen oral habiendo estudiado 4 de los 8
temas exigidos. El examinador le propone sacar 3 temas al azar de dos
maneras diferentes: sacar los tres temas a la vez o con reposicion. El
estudiante aprueba si conoce al menos un tema entre los tres. ¢ Cual de las dos
formas le conviene mas?

6.- Un alumno ha estudiado 10 de los 20 temas de que consta el programa de
la asignatura. Si se eligen al azar tres temas y aprueba si contesta bien a uno
de ellos. ¢ Cudl es la probabilidad de aprobar? ¢ Es la misma que en el caso del
problema anterior?

7.- ¢Cuantas ballenas hay en el océano? ¢Puede haber 1,2 millones de
ballenas? ¢ Puede ser azules 12.500 de esas ballenas?

¢Cuantas especies de insectos hay en la tierra? ¢Puede ser que haya
alrededor de 30 millones de especies de insectos?

Es imposible tanto contar todas las ballenas, como lo es contar las especies de
insectos, ya que muchas de ellas (millones posiblemente) son desconocidas.
¢, Qué podemos hacer para tener una estimacion de esas cantidades?

8.- Casarse en Machuria. En un territorio que llamaremos Machuria, hace
mucho tiempo, cuando una chica queria casarse tenia que pedir permiso: lba
junto con su prometido al palacio del Caid y este ponia en la mano cerrada de
la chica seis trozos de una cuerda fina que sobresalian por los dos lados de su
mano. Su pretendiente tenia que ir uniéndolos de dos en dos por cada lado de
la mano sin que abriera su mano; una vez hechos los seis nudos la chica abria
la mano: si la cuerda salia formando un anillo podian casarse; si no, tenian que
postergar la boda.

Tenian una nueva oportunidad por el mismo procedimiento al afio siguiente; si
esta también era negativa no tenian derecho a casarse. ¢ Crees que era muy
dificil casarse en Machuria?

Antes de contestar puedes hacer varias pruebas con bloques de seis cuerdas
iguales. Si crees que no basta con las tuyas suma tus resultados con los de tus
compaferos para hacerte una idea mejor.

9.- ¢Vale la pena arriesgarse a cambiar? (Problema de Monty-Hall).- En una
prueba de un concurso de television te colocan ante tres puertas cerradas.
Detrds de una de ellas hay un premio ‘gordo’ (estupendo), mientras que las
otras dos no esconden nada. Debes elegir solo una de las puertas.

Cuando ya has dicho la puerta elegida, el presentador te abre una de las otras
dos, que no tiene premio y te da la oportunidad de dejar la puerta que habias
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elegido y cambiar a la otra cerrada. ¢ Qué es mas conveniente hacer? ¢Da lo
mismo seguir con la puerta elegida que cambiar?

Para que te ayude a reflexionar, tienes el esquema de la situacién (puedes
suponer que has elegido la puerta P1, pero es igual con cualquier otra).

Puerta 1 Puerta 2 Puerta 3
Caso 1 Premio Nada Nada
Caso 2 Nada Premio Nada
Caso 3 Nada Nada Premio

10.- Siempre toca fuera.- Una persona aficionada a los juegos de azar que vivia
en una pequefa ciudad siempre encargaba billetes de loteria a un familiar que
habitaba en una mas grande diciéndole: ‘Compramela tu, porque siempre toca
en algun sitio de fuera’. ¢ Mejoraba con eso las posibilidades de que le tocara?
Mas optimista todavia era aquel jugador empedernido que reflexionaba:
‘Puesto que me puede tocar o no tocar, hay dos casos posibles y en uno de
ellos me toca, luego tengo la misma posibilidad de una cosa como de otra’.

¢Por alguno de los procedimientos descritos conseguimos que sea mas facil
gue nos toque la Loteria de Navidad?

i) Juegos

Hay muchos juegos de azar con ruletas y dados, cuyo andlisis constituye una
actividad muy sugerente para los alumnos. Estudiar las reglas del juego, decidir
si son equitativos 0 no y buscar estrategias ganadoras son tareas motivadoras
y formativas.

No es necesario insistir en que a pesar de ser atractivos, los juegos pueden y
deben simultanearse con otro tipo de problemas, extraidos de variadas
situaciones del entorno especifico del alumno, como los que hay en el inicio de
este apartado. Todo ello ayudara al propdsito esencial: utilizar un material
concreto como fuente analdgica en el aprendizaje.

1.- Pares y nones.

Descripcion del material del juego.- Dos dados cubicos.

Reglas del juego.- Es un juego para dos jugadores. Tenemos dos dados, los
lanzamos a la vez y calculamos la suma de los resultados que aparecen. Si es
par gana uno de los dos; si en impar el otro.

Si se puede elegir, ¢por cual lo harias?, ¢es indiferente? Juega algunas
cuantas partidas para comprobarlo.

Posibles variantes.- La misma mecanica que en el caso anterior, pero ahora
multiplicamos los resultados (en vez de sumarlos como entonces). Tu qué
elegirias, ¢par 0 non? Juega varias partidas para comprobarlo.

2.- Elige numeros
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Descripcion del material del juego.- Un tablero con once filas marcadas del 2 al
12, de diez columnas cada una, con una columna final marcada como Meta;
dos dados normales; diez fichas, cinco de cada color.

Reglas del juego.- Es un juego para dos jugadores, cada uno de los cuales
tiene cinco fichas de un color distinto.

e Empieza un jugador cada vez. Elige uno de los nimeros de 2 a 12 y
pone alli una ficha de su color; a continuacion elige el otro jugador otro
ndamero y coloca alli una de sus fichas. ContinGan alternativamente
hasta haber elegido cada uno de ellos cinco niumeros; quedara uno de
los once nameros sin elegir.

e Por orden van tirando los dos dados; si la suma de los dos dados
coincide con el numero elegido por una de sus fichas, la avanza un lugar
en su fila; si sale el nimero que no ha escogido ninguno de los dos
jugadores, elige de entre sus fichas la que quiera y la avanza una casilla.

e Gana el primer jugador que consiga llegar con una cualquiera de sus
fichas a la Meta.

Posibles variantes.

e Uno de los dos jugadores (por turno) elige seis filas y el otro cinco; solo
se mueven en el caso de que la suma de los dados corresponda a una
de sus fichas.

e Se puede ampliar el nimero de jugadores a 3, y quedaran dos filas
libres.

e Se puede afiadir la fila 1, y cada uno de ellos elige seis filas.

3.- El dado ganador.

Descripcién del material del juego.- Se necesitan tres dados tetraédricos (que
pueden ser sustituidos por tres regletas alargadas de base cuadrada) con las
numeraciones siguientes en sus caras:

Dado A: 6-3-3-3

Dado B: 5-5-2-2

Dado C: 4-4-4-1

Reglas del juego.- Es un juego para dos jugadores. Uno de ellos escoge uno de
los dados; el otro jugador escoge uno de los dos restantes y los lanzan. Gana
el jugador que obtiene mayor puntuacion.

Después de jugar algunas partidas se trata de poder responder a las
preguntas:

+ Si eres el primer jugador, ¢qué dado debes elegir?

+ Si eres el segundo jugador, ¢qué dado debes elegir, teniendo en cuenta el
gue ha cogido tu adversario?

+ Es un juego equitativo (es decir, hay la misma posibilidad de ganar siendo el
primero que el segundo en elegir)?

+ Si la respuesta a la pregunta anterior es negativa, ¢ existe alguna evaluacion
de las diferencias entre las dos opciones? ¢Depende de los dados que se
elijan?
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4.- El feriante ventajista.

Descripcidon del material del juego.- Tres fichas. Una de ellas blanca por las
caras, otra con las dos caras negras y la tercera con una cara blanca y la otra
negra (pueden fabricarse con fichas de dos colores y a una de ellas pegando
en una un autoadhesivo del otro color).

Reglas del juego.- Las tres fichas estan en un recipiente opaco. Uno de ellos
saca una de las fichas ensefiando una de las caras, y tapando la otra, y se
apuesta por el color de la cara oculta. Gana el que acierta el color de la cara
oculta de la ficha.

Tras jugar algunas partidas, trata de responder a las preguntas:

+ ¢Es un juego equitativo? (es decir, ¢da lo mismo apostar por uno que por
otro color, con independencia del color que haya salido?).

+ Sino lo es, ¢por qué color hay que apostar? ¢ Como evaluar las posibilidades
de ganar en cada opcion?

5.- Dados no transitivos de Bradley y Efron.

Descripcién del material del juego.- Son cuatro dados cuyos desarrollos son los
de la figura
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Reglas del juego.- El primer jugador elige un dado. El segundo elige uno de los
tres que quedan. Cada uno lanza su dado y gana quien obtenga mayor
puntuacion.
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Tras jugar algunas partidas, trata de responder a la siguiente pregunta: ¢Qué
jugador preferirias ser, el primero o el segundo?

6.- Las tres ruletas.

Descripcion del material del juego.- Se trata de tres ruletas, A, B y C, con los
siguientes sectores

ruleta A : 7 sectores con el numero 6 y 25 sectores con el numero 3.
ruleta B : 16 sectores con el numero 5y 16 con el niumero 2.

ruleta C: 25 sectores con el nimero 4y 7 con el numero 1.
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Reglas del juego.- El primer jugador elige una ruleta. El segundo elige una de
las tres que quedan. Cada uno hace girar su ruleta y gana quien obtenga
mayor puntuacion.

Tras jugar algunas partidas, ¢qué jugador preferirias ser, el primero o el
segundo?
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