Laberintos con alambre
(estructuras topolégico-métricas)

Pablo Flores Martinez

Parece aceptado que los
materiales manipulativos
facilitan el aprendizaje de
aspectos geométricos y
mejoran la percepcién
espacial. Un aspecto
interesante de esta
percepcién es identfificar los
huecos y cierres que
aparecen en una figura o en
una estructura de las que se
encuentran en la vida
cotidiana. En este articulo se
presentan estructuras en
alambre con nudos
aparentes, que tienen una
finalidad lidica, pero que
pueden utilizarse en la
ensefianza para facilitar la
percepcién de huecos y
rellenos en el espacio. El
estudio de los laberintos en
alambre estd relacionado
con la teoria de nudos,
aunque su textura le obliga a
tomar en consideracién
aspectos métricos. Aqui
presentamos algunos
laberintos, los clasificamos y
hacemos consideraciones
didécticas sobre los mismos.

CTUALMENTE estin proliferando materiales didacticos
para la ensefianza de las matemdticas. Se nos han hecho
familiares los rompecabezas de teselaciones, como el
Tangram, los pentominds, etc., asi como el cubo soma y
sus variantes para la ensefianza de la geometria. Gracias a
estos materiales se pueden introducir en clase, de manera
Iadica e instructiva, actividades que facilitan la percepciéon
del espacio (con los materiales que exigen el manejo de
formas y su relacién con la teselacién) y el establecimien-
to de relaciones métricas de comparacién directa, como la
de superficies y longitudes (con el Tangram, pentominds
y similares). Uno de los aspectos mds interesantes de la
ensefianza de la geometia es la percepcién de los huecos
y clerres que aparecen en una figura o en una estructura
de las que se encuentran en la vida cotidiana. Va difun-
diéndose el estudio matematico de nudos y redes (Adams,
1994; Coriat y otros, 1989; Gardner, 1956; Pagano, 1987,
2000; Stewart, 1994, 1996, 1998, 2000), asi como el trata-
miento por grafos de estos temas (Stewart, 1975).

En este articulo abordamos «udos en alambre», es decir,
estructuras en alambre que presentan nudos aparentes, y
que tienen una finalidad Iadica, pero que pueden utilizar-
se en la ensefianza para facilitar la percepcién de huecos
y rellenos en el espacio. El estudio de los laberintos en
alambre afectan de manera directa a la topologia, aunque
su textura le obliga a tomar en consideracién aspectos
métricos y de estudios de formas rigidas, que se saldria de
esta rama de las matematicas.

Quiero presentar unos rompecabezas muy antiguos. John
Rausch, en su pagina web, sitda en 1911 su difusién en
conjuntos de puzzles, pero su origen es anterior. Mi aficién
proviene de una caja de juegos de mis abuelos —principio
de siglo—, llamada Laberintin; de ahi el llamarlos laberin-
tos en alambre. Aunque no estdn muy difundidos, atn
siguen de actualidad, y el motivo de traerlos a colacién es




la posibilidad de utilizacién en clase de matematicas para
favorecer la percepcion de aspectos topoldgicos y métri-
cos de figuras. Se trata de laberintos de alambre, figuras
que se pueden encontrar en algunos vendedores ambu-
lantes, generalmente fabricantes de los mismos, o que han
llegado a comercializarse en tiendas especializadas, y que

pueden adoptar formas variadas y estéticas, ademds de
incluir estructuras ingeniosas que encierran «alsos nudos».

Laberintos de alambre

Un laberinto es un camino tortuoso en el que a veces es
facil perder el camino sin un guia (Santarcangeli, 1984).
Una forma de encontrar la salida es hacer una representa-
cién del mismo (dibujar un laberinto equivalente mas sim-
ple), en el que aparezcan los caminos, las puertas que cie-
rran, etc. Transformar un laberinto en otro equivalente es
hacer una transformacién topoldgica del mismo. La topo-
logia es el estudio de aquellas propiedades de los objetos
geométricos que permanecen inalteradas por transforma-
ciones continuas (en ellas no estd permitido ni desgarrar
ni romper). Propiedades topologicas son el nimero de
agujeros y niimero de aristas (Stewart, 1975).

Con alambres es posible hacer laberintos tridimensionales,
representar situaciones basadas en problemas reales, o
elaborar pasatiempos para mejorar la visién espacial.
Desde hace mucho tiempo existen esos laberintos, aunque
su difusién no siempre ha sido facil. Vamos a presentar
algunos modelos de estos laberintos con alambres, y vere-
mos su interés matemitico. Estos modelos consisten en
estructuras realizadas en alambre rigido, o con cierta elas-
ticidad, en los que aparecen al menos dos piezas, la que
llamaremos soporte o pieza fija (que en las figuras apare-
ce en negro), y la pieza a extraer (que aparecerd en gris).
En algunos casos estas piezas son iguales, como en el
famoso laberinto consistente en dos clavos torcidos que
estan enlazados (figura 1.

Figura 1. Clavos enlazados

En otros casos, las figuras son distintas, como en el cldsi-
co laberinto de la figura 2, en el que la pieza a extraer (en
el dibujo, en gris) suele adoptar muchas formas, pero que
en este caso adopta la de un ovoide.
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Figura 2

Como puede verse en la figura 1, las
estructuras de alambre tienen medidas
relativas fijas, en este caso, la abertura
que tienen los bucles que forman cada
clavo es inferior en su punto méis proxi-
mo al didmetro del clavo, lo que impide
que puedan separarse por simple colo-
cacién del clavo sobre el hueco que deja
el otro. En la figura 2, el ovoide tiene que
caber, al menos en su extremo, por la
anilla de la figura fija, y la porcion que
pasa a través tiene que tener una longi-
tud que permita que la anilla de la barra
pase por su interior. Por ello, y a dife-
rencia de los nudos con cuerdas (ver los
articulos divulgativos de Stewart sobre
nudos en Investigacion y Ciencid), los
laberintos con alambre introducen aspec-
tos que no son estrictamente topologi-
cos, sino métricos. Entre estos laberintos
con alambre, aparecen algunos que com-
binan alambre y cuerda, los cuales encie-
rran unas posibilidades mixtas, y no los
abordaremos en este articulo.

En los laberintos con alambre interesa
observar su estructura topolégica (aguje-
ros, aristas, situacion relativa de ellas,
etc.), pero también sus medidas (figuras
que caben, dimensiones relativas, etc.).

Por ejemplo, en la figura 1 se trata de dos
anillos abiertos, con lo que su estructura
topoldgica es trivialmente la de dos seg-
mentos, enlazados por un falso nudo. Si
permanecen unidas las dos piezas es
debido a su rigidez, v a que la medida
del hueco de un clavo no permite salir
directamente al otro.

En la figura 2, la pieza fija es un anillo

abierto, formado por dos piezas. La pieza

aza a la recta con sus dos ani-
) estd abierta por ellas (tiene por




tanto dos agujeros). La pieza recta tiene
la misma estructura topoldgica, pero ade-

. mi4s estd enlazada con la anterior al apa-

recer su segmento entre los agujeros de
la otra. No puede salir de la curva por
tener unas anillas que no caben por las
que lo abrazan. Si convirtiéramos estas
piezas fijas en cuerdas, aparecerfa un
falso nudo, ya que al poder cambiar el
tamafno de las anillas de la pieza recta,
saldrian sin problemas por las anillas de
la pieza curva, dejando libre a la pieza
mévil, que si que es una pieza cerrada.
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Figura 3. Pieza curva, equivalente

topolégicamente a la pieza recta

 Laberintos de alambre
en clase de matematicas

En clase de matematicas se pueden uti-
lizar los laberintos de alambre para
~ favorecer la captacién de la estructura
topolégica de una pieza, pero también
para hacer que los alumnos se ejerciten
en destrezas de estimacion y busqueda
de estrategias para extraer unas piezas
de otras. Este proceso de captacion de
estructuras se realiza ademds, a partir de
procesos de ensayo y error, de bisque-
da de movimientos posibles, de imagi-
nacién de variaciones, etc., lo que hace
que el proceso de resolucién de un
laberinto (resolucién de un verdadero
problema) sea un ensayo para la capta-
cibn de estrategias de actuacién en
otros menesteres.

Con el manejo de laberintos de alambre
podemos favorecer la percepcién topold-
gica (Carlaville y otros, 1994), y entrar en
contacto con la teorfa de nudos como
campo matemdtico poco conocido (Pa-
gano 2000; Rousseau, 2000). Siguiendo
las posibilidades educativas de esta teoria
(Pagano, 1987 y 2000), proponemos que
se realicen actividades para que los alum-
nos lleguen a ejercitarse en estrategias
como:

En clase
de matemdticas

se pueden utilizar

los laberintos
de alambre
para favorecer
la captacion
de la estructura
tfopologica
de una pieza,
pero también
para hacer
que los alummnos
Se ejerciten
en destrezas
de estimacion
y bisqueda
de estrategias
para extraer
unas piezas
de otras.

a)
b)
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Estudiar la estructura, los movimientos y sus efectos.

Buscar criterios para establecer equivalencias entre
estructuras, tales como las basadas en:

— La estrategia de resolucion.
— Los movimientos posibles.

— Los cambios que hacen que varie la dificultad de
resoluciéon del laberinto.

— La forma de las figuras que aparecen, etc.
— Y, el orden de conexion topologica

Por ejemplo, es interesante ver la equivalencia de
laberintos como el de la figura 2 y el siguiente, de la
figura 4, aunque en este Gltimo s6lo hay una compo-
nente en la pieza fija (gris en la figura).

Afrontarlo como resolucion de problemas, relaciona-
dos con situaciones reales, como el que aparece cuan-
do tenemos que transportar un mueble y no sabemos
si, y como, cabrd por un pasillo o por una puerta
(figura 5), cuando tenemos que extraer una pieza de
un entramado (una reja, por ejemplo, figura 6), o

Figura 4.
Laberinto equivalente
a la figura 2

Figura 5.
sCabe el sofé

por la puerta?

Figura 6: 3Todo lo que entra sale?
2Cémo sacar una pieza de una estructura
en la que ha quedado atrapada?
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cuando tenemos que atar algo de manera que no
quede nada suelto, como cuando queremos amarrar
una bicicleta sin que quede suelta ninguna pieza de
las que son extraibles (figura 7).

Figura 7: 3Cémo amarrar la bicicleta con una
cadena para que no se puedan llevar ni las
ruedas, ni el sillin, efc.?

D Y. anticipar la solucion sin manipular (representa-
cioén mental icOnica, movimientos, aristas'y agujeros)

Se trata entonces de que en clase se propongan actividades
de manipulacién de laberintos de alambre, tratando de
resolverlos, probando, buscando movimientos posibles, cla-
sificindolos, etc., pero ademds yendo un poco mis lejos,
procurando que se haga una representacion fisica y mental
de las figuras, y se llegue a comprender su estructura.

Equivalencia de estructuras
segun la forma de resolucién

Vamos a presentar algunos laberintos de alambre, y para
ello hemos adoptado como criterio de agrupacion la forma
en que se resuelven, Hemos destacado seis grupos. El pri-
mero (figura 8, Grupo A) estd representado por el de la
figura 2, y, en todos ellos, la solucién se obtiene interca-
lando la pieza mévil por la (o las) anilla(s) de alguna de
las partes de la pieza fija, y tratando de enlazar con la
movil la parte de la fija que queda fuera de la anilla. El

proceso puede ser muy complejo, como
se puede observar al ver algunos verda-
deros laberintos. Los mas actuales han
comenzado a emplear anillas sueltas
para separar partes de la pieza fija, pero
el principio es el mismo.

Una generalizacién del anterior es el
grupo B (figura 9), formado por labe-
rintos que estin formados por varias
piezas fijas semejantes, formando una
figura en escala Estas escalas pueden
ser bidimensionales, si todos los escalo-
nes estdn en el mismo plano, o tridi-
mensionales, si algunos escalones son
perpendiculares entre si. Su resolucién
es similar a la del grupo A, pero hay
que elaborar un algoritmo que permita
el avance de la pieza movil a lo largo
de la escala.
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Figura 9. Grupo B: miltiples
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Figura 8. Grupo A: simples

Figura 10. Grupo C: muelles

El grupo C (figura 10) estd formado por
laberintos- en ‘los que predomina la
orientacion de espiras. El més represen-
tativo es el muelle, que acepta dos nive-
les, aquel en el que la anilla estd enla-
zada a una vuelta, y el que estd enlaza-

; do.a mis de una vuelta. 1a resolucién
‘ k;de_es,tos laberintos consiste en buscar la
| orientacion de Ia espira que permita el




avance de la anilla (o de la pieza méviD),

. pasindose a veces, para ello, en la elas-

ticidad del alambre.

~ El grupo D (figura 11) estd formado por

 laberintos de material rigido, tales como
el de la figura 1. De hecho, hay muchas
variaciones de los clavos enlazados, tal
como puede observarse. En todos ellos
hay que buscar la forma de combinar
los huecos que aparecen en ambas pie-
zas, tratando de que la suma de las
aberturas permita obtener la dimensién
suficiente para separar ambas piezas. El
grado de dificultad varfa, segin el tipo
de transformaciones que haya que
hacer antes de afrontar las dos abertu-
ras. Unos laberintos, especialmente lla-
mativos de este grupo, son los formados
por figuras que tienen una ligera dife-
rencia de longitud en sus brazos, lo que
hace que no se aprecie a primera vista,

.y, junto con la necesidad de hacer movi-

mientos de torsién no plana, le dan
mucha dificultad.
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Figura 11. Grupo D: figuras rigidas

El grupo E (figura 12) estd formado por
aquellos laberintos que presentan una
anilla abrazada a la parte més estrecha
de dos piezas, generalmente iguales,
unidas por anillas. El mds conocido es el
«ocho tumbado». En todos ellos la anilla
sale por medio de una torsion en las
piezas simétricas, que dejan la anilla
suelta.

Figura 12. Grupo E: anilla abrazada

Figura 13. Grupo F: figuras escamoteables

El grupo F (figura 13) lo componen los laberintos en los
que la anilla estd obstaculizada por una pieza grande, que
se puede mover sobre la fija (generalmente aparece enlaza-
da a ella), y la pieza fija estd formada, como en el grupo E,
por varias piezas que permiten doblarse una sobre otra. Las
mis conocida son la «doble W» y la «doble cruz». En todas
ellas, se trata de llevar la anilla a un extremo en el que se
pueda doblar la pieza fija, y hacerla recorrer una pieza que
ha quedado abierta al doblarse. Una variacion de este grupo
estd constituido por aquellos laberintos en los que la anilla
estid abrazada y atrapada por una pieza que puede esca-
motearse en algln pasaje de la pieza fija. El ejemplo mas
conocido es la «balanza». Para resolverlo hay que buscar el
lugar en el que se puede escamotear la pieza que impide el
paso de la anilla, tratando de que pase a través de ella.

Una derivacion de este grupo es el grupo G (figura 14),
constituido por los laberintos en los que la pieza que
soporta la anilla mévil puede salvarse por medio de una
articulacion de la pieza fija El ejemplo més clisico es la
romana. Para resolverlo hay que buscar que la pieza que
soporta a la anilla abrace alguna parte de la pieza fija, y
deje pasar la anilla a través de la pieza que la soporta.
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Figura 14. Grupo G: piezas enlazables

Como el interés del articulo es la iniciacién en el trata-
miento de estos laberintos, hemos elegido laberintos tipi-
cos —y su clasificacién es relativamente buena (exhaustiva
y excluyente)—, pero los autores de los nudos suelen esta-
blecer una combinatoria de formas de resolucién, lo que
hace que algunos laberintos sean mixtos, es decir, presen-
tan dificultades y hay que realizar estrategias de resolucién
de dos o mis de las categorias establecidas. En nuestra cla-
sificacién, los hemos asociado a la categoria mds compli-
cada, entendiendo que las otras son adornos para ampliar
el repertorio.




Conclusiones

Como se puede observar, la mayoria de los laberintos que
presentamos son fdciles de replicar, con un buen alambre,
y tratando de que tengan un tamafio adecuado al mate-
rial. Es recomendable copiarios en papel e intentar repe-
tivios en alambre. En tiendas especializadas (y algin ven-
dedor ambulante) se encuentran otros modelos. Reco-
mendamos comprar especialmente los laberintos rigidos
(grupo D), que son los mas complicados de realizar por
uno mismo.

En las siguientes paginas web se pueden encontrar diver-

sidad de modelos para copiar, aunque muchas de ellas

estdn destinadas a su venta por correspondencia, y en

algunas se incluye informacién respecto a los nombres y

cualidades. En general, se incluye una clasificacién del

grado de dificultad de resolucién.

° <www.puzzles.ca/index.html>, estd en inglés, es la
mas completa en cuanto a variedad y ntmero de
puzzles. Cada uno se presenta con una ficha, en la
que se indica las dimensiones, la dificultad y algunas
referencias, asi como los nombres.

* <www.arabesk.nl/index.html>, es una pagina holan-
desa con puzzles tipo D, muy artisticos, para su venta.
Tiene una buena coleccién de puzzles en madera.

* <www johnrausch.com/PuzleWordl/index.html>, es
una pégina particular estadounidense, editada por
John Rausch, coleccionista y gran interesado en ellos,
por lo que indica los lugares de produccién mds
conocidos y sus origenes.

* <www.geocities.com/CapeCanaveral/Hall/3964/, es la
pagina de Javier Santos, por lo que estd en espafiol,
presentando algunos puzzles con comentarios.

°  <www.geocities.com/CapeCanaveral/Hangar/4795/>.

° <www.hlavolamv.cz>, pigina checa en elaboracién,
prometiendo texto en inglés y aleman, pero sélo pre-
sentando la checa, atin con pocos laberintos, presenta
algunos originales checos.

* www.cs.ubc.ca/spider/scharein>, pigina americana
sobre nudos.

La mayoria de estas paginas me las ha suministrado Carlos
Montoya, compafiero argentino, quien a partir de una visi-
ta a un mercado ha montado una experiencia extraescolar
para estudiar estos laberintos (Montoya y Gémez, 2001).
Para ello ha realizado un cuidadoso proceso de estudio de
las variables que entran en juego, hasta llegar a presentar
el lenguaje matematico como una herramienta que permi-
te avanzar en su estudio. La comunicacién presentada con
el profesor mexicano Guillermo Gémez hace un anilisis
de la estructura matemdtica de los laberintos (especial-
mente los del grupo A), que supone un gran avance en el
tratamiento de estos rompecabezas particulares. Desde
aqui quiero agradecer sus importantes aportes, y reco-

... introducir
los laberintos
en clase
para estimular
la percepcion
espacial,
p;fopomendo
que los alummnos
manipulen
los laberintos
como materiales
lidicos,
los clasifiquen,
traten de incluir
nuevos laberintos
en las clases
definidas
de antemano,

representen
SUS eStructuras,
realicen
laberintos
con alambre,
inventen
otros nuevos,
elc.

mendar la consulta de su articulo para
profundizar en la relacién de los labe-
rintos con la teorfa matemitica de
nudos,

La experiencia de Carlos Montoya nos
muestra que es posible utilizar los
laberintos de alambre en clase de
matematicas —de la misma forma que
propone Pagano (1987 y 2000) con los
nudos—, planteando verdaderos pro-
blemas, y asumiendo los pasos y estra-
tegias para ello. Sin llegar a estos tra-
bajos de investigacién tan elaborados,
desde este articulo animamos a intro-
ducir los laberintos en clase para esti-
mular la percepcion espacial, propo-
niendo que los alumnos manipulen los
laberintos como materiales ladicos, los
clasifiquen, traten de incluir nuevos
laberintos en las clases definidas de
antemano, representen sus estructuras,
realicen laberintos con alambre, inven-
ten otros nuevos, etc. Para realizar
estas actividades, el alumno tiene que
llegar a interiorizar la estructura espa-
cial del laberinto, con lo que estare-
mos colaborando a generar estrategias
de relacién con el espacio (Guzmin,
1984). Se pueden sugerir clasificacio-
nes inspiradas en las clasificaciones
matemdticas de los nudos (Pagano,
2000; Rousseau, 2000), como el nime-
ro de cruces, el indice de los puentes
o el género del nudo. Nosotros hemos
empleado una actividad basada en el
uso de laberintos para los futuros psi-
copedagogos (Oliveras y otros, 1996),
tratando de mostrar una estrategia de
ensefianza basada en la resolucién de
problemas y de analizar las teorias del
aprendizaje matematico implicito en
ellas.

Esperamos que este articulo estimule el
empleo de estos materiales, y lleguen a
ser de utilidad en la ensefianza de las
matematicas.

Como coleccionista de estos laberintos e
interesado en'su empleo en la ensefian-
za, estoy abierto a todas las sugerencias
de aquellos que compartan el interés
por este tipo de material, asi como de

los aficionados que estén dispuestos a
intercambiar experiencias y modelos.
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