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Introduccion

L os estudios sobre resolucion de problemas matematicos, y en particular la
resolucion de problemas arirméticos, han desarrollado, en estos ultimos
treinta anos, diferentes lineas de investigacion centradas en e estudio
global o parcial de las tareas de resolucion de problemas, analizando las
influencias que determinadas variables, linglisticas, estructurales o
semanticas, gercen sobre las dificultades en la resolucion de los
problemas.

En la actualidad la literatura disponible para los problemas aritméticos
elementales verbales (PAEV) que se resuelven con una suma o unaresta es
abundante e informan acertadamente sobre las diferentes variables que
intervienen en la resolucion de un PAEV aditivo, especialmente cuando
son formulados con cantidades discretas absol utas.

No sucede lo mismo cuando los PAEV son formulados con cantidades
discretasrelativas.

Si consideramos |os problemas siguientes:

-Juan tiene 6 boliches y juega una partida con Luis y pierde 8 boliches.
¢ Cuantos boliches debe Juan a Luis?.

-En €l recreo, Juan gand 6 canicas y Pedro gandé 5 mas que Juan.
¢Cuantos canicas gano Pedro,.

y los analizamos desde los enfoques tedricos basicos. categorias
semanticas (Carpenter y Moser, 1983) o campo conceptual aditivo
(Vergnaud, 1982), no pertenecerian a ninguna categoria semantica, salvo
gue aceptaramos en € segundo la comparacion entre variaciones, y
tampoco estaria identificado en las categorias establecidas por Vergnaud
para el campo conceptual aditivo de las magnitudes relativas, a tratarse en
el primer caso de un problema de laforma STR y en € segundo ddl tipo
TRT (relacion entre transformaciones), categorias no identificadas por
Vergnaud.

En estos modelos mas representativos gque regulan € campo conceptual
aditivo de las magnitudes discretas, encontramos que las categorias
semanticas se limitan a situaciones donde las magnitudes son discretas
absolutas y las categorias de Vergnaud dgjan fuera diferentes problemas
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gue tienen interés en e contexto escolar 0 sitlan en la misma categoria
problemas que aparentan tener estructuras diferentes.

Plantearse la organizacion del campo conceptual aditivo de las magnitudes
relativas y tratar de caracterizarlo para determinar un marco instrumenta y
explicativo que dé respuestas homogéneas a las diferentes situaciones
parece adecuado.

A partir del estudio de los aspectos epistemol dgicos, fenomenol gicos y
cognitivos que configuran € campo conceptua aditivo de las magnitudes
discretas se analizan los elementos y relaciones que se dan en €l campo y
se propone un modelo de competencias. El modelo de competencias es un
modelo forma caracterizado por los elementos epistemologicos,
fenomenol dgicos y cognitivos asociados a campo conceptual, que aborda
tanto las magnitudes escalares discretas absolutas como las relativas y
considera a grupo aditivo y ordenado de los nimeros enteros como un
buen modelo para los fendbmenos que se dan en € campo conceptua
aditivo de las magnitudes discretas relativas bajo € cual se pueden dar
explicaciones homogéneas a las diferentes situaciones y problemas que se
dan en €l estudio.

Este estudio presenta una organizacion exhaustiva y aporta una nueva
clasificacion de las situaciones y problemas, basada en las cantidades,
medidas y numeros enteros, del dominio de aplicacion del campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas.

Problemas aritméticos aditivos. Finalidad del estudio.

Los problemas aritméticos elementales verbales (PAEV) vy, en particular,
los problemas aditivos, congtituyen, hoy en dia, un dominio de
Investigacion con entidad propia como se pone de manifiesto en multiples
publicaciones (Fuson, 1992). Una primera revision en nuestro pais la
encontramos en Puig y Cerdan (1988). Posteriormente, Castro, Rico y Gil
(1992) han realizado una revision actualizada de los diferentes enfoques y
corrientes de investigacion, distinguiendo tres enfoques principales para
los problemas aritméticos aditivos de enunciado verbal, centrados en el
estudio de: las variables linguistica, las variables estructurales y las
categorias semanticas.

Entre estos enfoques tedricos basicos que organizan este dominio de
Investigacion cabe destacar e enfoque de las categorias semanticas de los
enunciados de los problemas que se sustenta fundamentalmente en las
teorias cognitivas del procesamiento de la informacion y su estudio se
centra en € analisis globa del significado del texto mediante e que se
enuncia e problema (Heller y Greeno, 1978; Carpenter y Moser, 1983;
Nesher 1982), y & enfoque desde las relaciones aditivas que se dan en los

a7



problemas verbales aritméticos con magnitudes discretas relativas,
mediante €l uso de medidas, transformaciones y relaciones estéticas, en el
marco de la teoria de los campos conceptuales (Vergnaud y Duran, 1976;
Vergnaud, 1982).

En € estudio de los problemas aritméticos aditivos de una sola operacion
existen varias categorias de problemas. Iniciamente, Heller y Greeno
(1978) establecieron tres categorias semanticas. cambio, combinacion y
comparacion. Posteriormente, Carpenter y Moser (1983) afiaden la
categoria de iguaacion, llegandose a enumerar 20 situaciones diferentes.
Fuson (1992) aumenta € nuimero de problemas aditivos estructuralmente
diferentes a 22. En su construccion ha tenido en cuenta, las cuatro
categorias semantica: combinacion, cambio, comparacion e igualacion; la
relacion entre las cantidades que intervienen, distinguiendo las relaciones
de aumento y disminucion para las tres Ultimas categorias y las relaciones
estatica y dinamica para la categoria de combinacion; y la posicion de la
incognita, diferenciado tres posibilidades para la incognita en las tres
Ultimas categorias y s0lo dos poshilidades para la categoria de
combinacion.

Nesher (1982) aborda el estudio de los problemas aritméticos desde tres
componentes principales: la estructura logica, la componente sintacticay la
componente semantica, donde cada una de ellas implica variables
operacionales diferentes. La estructura logica incluye las operaciones
aritméticas implicadas asi como las informaciones irrelevantes. La
componente semantica incluye la variable contextual (aspectos estaticos,
dinamicos y de comparacion) y la variable léxsico (paabras claves y
formas verbales). Y la componenete sintactica que incluye elementos de la
estructura superficial del problema como la longitud (nimero de palabras),
nuimero de sentencias, orden de las sentencias y posicion de la incognita.
Los resultados obtenidos con relacion a las categorias semanticas son
similares alos anteriores.

Los trabgjos de Vergnaud y Duran (1976) y Vergnaud (1982) situan la
resolucion de problemas aritméticos verbales con ndmeros naturales y
enteros dentro de lo que se denomina campo conceptua aditivo.
Establecen las diferentes relaciones estéticas y obtienen ciertas evidencias
empiricas sobre las respuestas de los estudiantes, las dificultades que
tienen y los errores que cometen.

Vergnaud y Duran (1976) pretenden aportar “un marco tedrico
suficientemente riguroso para que € estudio de la resolucion de problemas
aritméticos salga del empirismo que lo suele caracterizar” (pag. 128).
Entre otros aspectos, Vergnaud (1982, pp. 43-45) plantea la existencia de
seis grandes categorias de relaciones numéricas aditivas. |. Composicion
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de medidas, II. Transformacion de una medida en otra medida (STS), 111I.
Relacion estatica entre dos medidas (SRS), 1V. Composicion de dos
transformaciones (TTT), V. Transformacion de una relacion estatica
(estado relativo) en otra relacion estética (estado relativo) (RTR), y VI.
Composicion de dos relaciones estaticas (estados relativos) (RRR) y
realizan diferentes estudios experimentales, fundamentalmente sobre
problemas de la Categoria Il y 1V, obteniendo resultados dispares que son
dificilmente justificables desde €l marco tedrico que se propone, por
gemplo, han encontrado diferencias de varios afnos en la resolucion de
problemas aparentemente similares desde € punto de vista tedrico. Estos
resultados les llevan a concluir que: “La aritmética elemental aditiva no
forma un bloque homogéneo, sno que se compone de relaciones
heterogéneas que son tratadas de distinta forma por |os nifios e incluso por
los adultos’ (Vergnaud y Duran, 1976, pp. 124-125).

Lafinalidad del estudio es ampliar € marco tedrico existente y mostrar que
el grupo aditivo y ordenado de los nimeros enteros es un buen modelo que
caracteriza el campo conceptual de las magnitudes discretas, y que las
categorias de cambio, combinacion y comparacion son pertinentes para la
clasificacion de los problemas.

Nociones basicas.

Precisamos ahora algunas nociones basicas que utilizaremos en la
propuesta de organizacion del campo conceptual aditivo de las magnitudes
discretas, como campo conceptual, modelos de competencias, conceptos
numeéricosy de mediday € esquema partes-todo.

Campo conceptual y modelos de competencias

Vergnaud (1993) indica que un campo conceptual esta formado por dos
conjuntos basicos. Un conjunto de situaciones 'y €l conjunto de conceptos
gue permiten analizar esas situaciones como tareas mateméticas.

La organizacion de los campos conceptuales tienen como finalidad
explicitar los significados completos que aparecen durante |os procesos de
enseflanza-aprendizaje, por tanto, estos deben ser un marco global gue
combine tanto las exploraciones formales como funcionales. Hay, pues,
dos componentes esenciales. la componente formal, que procede de todas
las evidencias acumuladas tanto de la I6gica de la disciplina como de las
tendencias de los sujetos en un campo conceptual, y la componente
funcional que procede del entorno de ensefianza en el que se esta llevando
acabo € proceso de aprendizaje.

Para su analisis parece necesario considerar estas dos componentes como
modelo de competencias (MC) y modelo de egecucion (ME),
respectivamente.
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El modelo de competencias se referiria a aspecto forma del campo
conceptual tanto en su aspecto epistemoldgico como en sus aspectos
cognitivos, es decir, simularia los procesos cognitivos implicados en la
€jecucion competente de un usuario ideal del campo conceptual analizado.

Ahorabien, un problema importante para la educacion matematica es saber
como gjecuta el usuario real |as acciones propias de ese campo conceptual,
donde las creencias extramateméticas, concernientes al egecutor y a la
situacion donde tiene lugar la actividad, juegan un papel fundamental en la
determinacion de como se realiza, se identificay se comprende € campo
conceptual tratado.

Es necesario distinguir con claridad entre la funcién y las propiedades del
modelo de competencias (MC) y del modelo de gecucion (ME), ambos
relacionan signos y significados, pero ME se sirve de informaciones que
estan més ala de la asociacion signos-significados y de las estructuras
cognitivas que subyacen, determinadas por € modelo de competencias, y
opera bao los condicionamientos de la memoria, del tiempo, de la
organizacion de estrategias perceptivas, condicionados por e contexto y
por creencias extramateméaticas, etc, que no son asuntos del MC.

En este sentido, debemos sefalar |os planteamientos de Filloy (1990) que
propone concentrarse en modelos tedricos locales adecuados a fendbmenos
especificos, pero capaces de tomar en consideracion todos los elementos:
gramética, |6gica matematica, modelos de ensefianza, modelos cognitivos
y pragmatica, organizados en torno a tres componentes. modelos de
ensefianza, modelo de los procesos cognitivos implicados y modelos de
competencias formal, que arrojan luz sobre las interrelaciones y las
oposiciones que ocurren durante la evolucion de todos los procesos
pertinentes relacionados con cada una de las tres componentes.

L os conceptos numéricosy de medida

El desarrollo del conjunto de situaciones y de los conceptos que permiten
analizar esas situaciones como tareas mateméaticas en € campo conceptual
aditivo de las magnitudes discretas, segun las teorias de Piaget (1978), se
encuentra ubicado en € periodo de las operaciones concretas (7-11 afos).
El punto de partida lo constituye la idea de que cualidad y cantidad son
inseparables, y ello tanto desde € punto de vista genético como desde €l
punto de vista del andlisis |6gico o axiomatico.

Piaget caracteriza a las operaciones elementales de reunién y separacion
compatibles con la cuantificacion intensva y con las estructuras
cognoscitivas llamadas agrupamientos. El agrupamiento es una estructura
hibrida entre la de grupo y reticulo y es la estructura psicologica que
formaiza las organizaciones del pensamiento natural. Hay nueve
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agrupamientos diferentes que describen la organizacion de |as operaciones
|6gicas (es decir, las operaciones que se ocupan de las clases y las
relaciones l0gicas): un agrupamiento menor y ocho mayores. Estos
agrupamientos se adecuan también ala organizacion de lo que Piaget llama
operaciones infral0gicas, que define como acciones cognoscitivas
vinculadas con las relaciones de posicion y distancia 'y de parte-todo, que
atafien a objetivos y configuraciones espacio-temporales concretos
(Flavell, 1981, pag. 189). Asi, a cada agrupamiento |6gico le corresponde
uno infraldgico. Las operaciones |dgicas tienen como sintesis el nimero y
las operaciones infral 0gicas la medicion.

A modo de resumen sefiaar que € grupo aditivo de los nUmeros enteros
€es, pues, € producto de una fuson operatoria entre los agrupamientos
cualitativos de las clases y las relaciones asimétricas, pero por abstraccion
de las cualidades diferenciables sobre las que se hacen estos
agrupamientos. Las clases, las colecciones asmétricas y los numeros
forman un sistema operatorio coherente, a la vez Unico por sus
mecanismos y diferenciado por las tres posibilidades de coordinacion de
las semejanzas, las diferencias 0 ambas a mismo tiempo.

Y desde € punto de vista del aprendizaje matemético podemos interpretar
gue debe darse una cierta simultaneidad en la construccion individual de
los conceptos numeéricos y métricos y ello viene avalado tanto por €
Isomorfismo existente entre sus estructuras como por la equivaencia del
proceso de construccion seguido.

El esquema partes-todo

La nocion de esquema es de gran importancia en la psicologia cognitiva
actual, se considera como un elemento fundamenta dentro de la estructura
cognitiva. Sus origenes, sin embargo, son lganos. Retomamos en este
trabgo la idea inicia de Piaget, referenciada en Flavell (1981), y que
caracteriza al esquema como una estructura cognoscitiva que se refiere a
una clase semgante de secuencias de accion, las que forzosamente son
totalidades fuertes, integradas y cuyos elementos de comportamiento estan
intimamente interrelacionados. En resumen, € esquema es e contenido de
la conducta organizada y manifiesta que lo designa, pero con importantes
connotaciones estructurales que no son intrinsecas a mismo contenido
concreto. Aunque las palabras esquema y concepto no  son
intercambiables, Piaget, reconocié que habia cierta semeanza entre ellas.
Resnick (1983, pp. 114-115) presenta la siguiente figura como el esquema
parte-todo que ha sido utilizado en diferentes investigaciones sobre €
desarrollo del conocimiento del nimero natural (Briars y Larkin, 1981;
Resnick, Greeno y Rowland, 1980; Riley, Greeno y Heller, 1983) y en la
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resolucion de problemas aritméticos verbales (Riley, Greeno y Héler,
1983; Carpenter y Moser, 1982; Nesher, 1982; Vergnaud, 1982).

SN

Méaximo Necesitadg Parte-Todo Maximo Excedido

Figural

El esquema especifica que una cantidad (el todo) puede ser dividida (en
partes), mientras que la combinacion de partes, que no excedan ni falten en
el todo. Por implicacion las partes pueden ser incluidas en € todo. El
esquema parte-todo proporciona una interpretacion del nimero que es
similar aladefinicion del concepto operacional del nUmero dada por
Piaget (1941), y proporciona una herramienta Util en laresolucion de
problemas aritméticos verbales con nimeros naturales.

Después de estas breves consideraciones se nos plantea e problema de
caracterizar mediante una representacion grafica estas organizacionesy
reglas de accion que se dan en los procesos numeéricos y de medidaen €
campo conceptual aditivo de las magnitudes discretas relativas.

De forma grafica representaremos | as rel aciones entre las partes y e todo
con €l diagrama siguiente:

PateA| q@—p | Pate

“ I AW Necesitada

| Todo -
av Parte
PateB | @ ®» | Excedida

Figura 2: Diagrama aditivo del esquema partes-todo

El esquema se organiza en tres grupos (I, I1, I11), donde el | representa
todas las operaciones aditivas posibles de union entre las partes y de
separacion del todo, y los grupos 11 y 111, las relaciones asimétricas, es
decir, las relaciones entre la parte y el todo expresado por sus diferencias
ordenadas. Hemos mantenido en el esquema la diferencia entre parte1
necesitaday parte2 excedida, no solo por mantener la simetria del mismo,

sino por entender como Resnick que la parte necesitada implica un proceso
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gue va de la parte menor alamayor (el todo) y esta asociada alos
procedimientos mas primitivos de contar progresivamente 'y la parte
excedida que va de la parte mayor (Todo) ala parte menor y esta asociada
a procedimiento de contar regresivamente.

Es claro que este diagrama aditivo del esquema partes-todo, que tiene
bastante parecido a presentado por Resnick, parece referirse de manera
claraa campo conceptual aditivo de las magnitudes discretas absol utas,
sin embargo nuestra idea es utilizarlo tanto con cantidades orientadas
presentes (NUMeros positivos) como con cantidades orientadas ausentes
(nimeros negativos) y que en la mayoria de |os casos la diferencia entre
negativo y positivo difiere respecto alas expectativas del sujeto:
descubrimiento de una ausencia 0 una orientacion en ese sentido en lugar
de lapresencia u orientacion en el otro sentido. Es necesario dotar a este
diagrama de una interpretacion explicita de todas | as relaciones aditivas
gue se dan en € supuesto de que las partes y e todo puedan ser
consideradas no solo como cantidades orientadas presentes (positivas) sino
también orientadas ausentes. Estas relaciones quedan claramente
determinadas por larelacion de Chasles (1793-1880), uno de los creadores
de la geometria moderna, relacion que formulamos en una dimension
como:

“ Relacion de Chagles para tres puntos:

Todo triplete de puntos A, By C en una recta, cualquiera que sea su
posicion respectiva, verificalarelacion

AC = AB + BC.

Es una relacion entre las medidas algebraicas de |os bipuntos { AB}, {BC}
y {AC}, por tanto, una propiedad de estos bipuntos, independiente del
origen elegido en la recta. En efecto, este origen no figura en la relacion;
se trata, pues, de una propiedad intrinseca de los puntos A, By C. Esta
relacion se puede generalizar cuando se consideran n puntos.” Caratini,
R. (1970).

Podemos considerar las siguientes situaciones:

A B
A__B o < @)
B A C (3 8¢ A @
c A 5 C B A @
Figura3

Estas seis situaciones desarrollan todas las posibles uniones entre las
partes y la posible separacion del todo, tanto s las cantidades estan
orientadas presentes (positivas) como orientadas ausentes (negativas).
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El campo conceptual aditivo de las magnitudes discr etas
El propdsito es la construccion de un modelo de competencias para el
campo conceptual aditivo de las magnitudes discretas, es decir, la
elaboracion de un modelo tedrico que organice este campo conceptual. En
definitiva, pretendemos englobar bajo una misma estructura (modelo de
competencias) diferentes conceptos y relaciones, a veces no clasificados
gue regulan & funcionamiento del campo conceptua aditivo, tomando en
consideracion e conjunto de los niUmeros enteros.
Este model o de competencias esta constituido por:

- Elementos epistemoldgicos y fenomenologicos asociados al campo
conceptual aditivo de los nimeros naturales y enteros.

- Elementos cognitivos asociados a dicho campo.

Los aspectos epistemologicos tratan de la organizacion logico-formal de
los nimeros naturales y enteros, es decir, de los conceptos, relaciones y
procedimientos que le caracterizan, y |os aspectos fenomenol 6gicos tratan
del conjunto de situaciones y problemas que pueden ser anaizados
mediante la organizacion |6gico-formal de los nimeros naturales y enteros.
En los aspectos cognitivos consideramos tanto las funciones cognitivas
especificas del campo conceptual como los aspectos estructurales de las
actividades de aprendizaje, y éstos quedan caracterizados por, el proceso
de construccion de los conceptos numéricos y de medida donde las clases,
relaciones asmétricas y los nuUmeros enteros constituyen un sistema
operatorio aditivo coherente, isomorfo a de las medidas enteras discretas,
y por e esgquema aditivo partes-todo, tanto para las cantidades positivas
como para las cantidades negativas y que esta determinado por €l diagrama
aditivoy larelacion de Chadles.
El modelo de competencias debe responder a las exigencias del campo
conceptual aditivo y debe permitir entre otras cosas.

* |Integrar los elementos y relaciones que se dan en e campo conceptual
de las magnitudes discretas enteras.

* Elaborar una nueva y exhaustiva clasificacion de las situaciones y
problemas considerados en € campo conceptual.

* Integrar y explicar de forma plausible resultados de otras
Investigaciones.

* Facilitar larelacion con e modelo de gecucion (M.E.).
Nos vamos a referir a las tres primeras en |o que sigue. Tomaremos como
organizadores del campo conceptual aditivo a las magnitudes discretas, a
las relaciones més sdSignificativas que se dan en los elementos
epistemologicos, fenomenologicos y cognitivos asociados a campo
conceptua de los nimeros naturalesy enteros.
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Procediendo de esta manera obtenemos una primera clasificacion del
campo conceptual aditivo en dos grandes categorias determinadas por €
diagrama aditivo del esguema partes-todo: Las operaciones aditivas
(Grupo 1) y las relaciones asimétricas (Grupos 11 y 111):

L as oper aciones aditivas

Las operaciones aditivas estan representadas por e grupo | del diagrama
aditivo del esguema partes-todo y tiene como elementos organizadores ala
forma candnica de la operacion aditiva a+b=c, que corresponderia al
aspecto epistemolégico; a los significados de los fendbmenos asociados a
los nimeros y a las magnitudes, que especificaremos a continuacion y a
todas las relaciones posibles entre estos nimeros o magnitudes expresados
por larelacion de Chasles dentro del diagrama aditivo del esquema partes-
todo. Con relacion a la forma canénica a + b = ¢, esto nos va a originar
siempre 3 casos posibles dependiendo de la posicion del dato desconocido.
Con relacion alos fendmenos asociados utilizaremos la expresion NUmero
= Magnitud, que debe ser interpretada como nimero entero equivalente a
magnitud discreta relativa, que contiene como casos particulares a los
numeros naturales y a las magnitudes discretas absolutas, porque dada una
magnitud discreta relativa podemos garantizar por su misma definicion que
existe siempre un isomorfismo de ella con e Z-médulo de los nimeros
enteros y este isomorfismo respeta la ordenacion total y arquimediana de la
magnitud. Por ello vamos a considerar |os nimeros enteros, 0 mejor las
cantidades discretas relativas. De esta manera en lo que sigue nos
referiremos tanto a cantidades como a medidas y, por tanto, a nimeros,
aungue los gemplos seran referenciados con cantidades ya que son la
mayor parte de las actividades y ggemplos con significado concreto que se
utilizan en la enseflanza. Estas cantidades pueden ser numeéricas o de
magnitud y son las que aparecen con un doble sentido o significado, como
estado (tengo 6 canicas, debo 6 canicas, etc), 0 como variacion (gané 6
canicas, perdi 6 canicas, etc.).

De esta manera s consideramos la expresion candnica de la estructura
aditivaa+ b = cy larepresentamos por:
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AVVAVRIVAS

Estado
Donde i E
Variacion @

Figura4

obtenemos todas las relaciones aditivas posibles de los fendmenos
asociados:

LI+ =0Lla (1 +O = e

O +O :O(s L1 +[] = C>(4

- O O +O = Ue

O + [ O + ] = |:|(8
Figura5

Es necesario observar que estas ocho relaciones aditivas se pueden reducir
aseis en funcion de las equivalencias entre (2y (8, y entre (5y (7. (Figura
5). La relacion aditiva (1, corresponde a la categoria semantica de
combinacion, y las restantes ala categoria de cambio.

S hacemos intervenir las relaciones posibles organizadas por € diagrama
aditivo del esguema partestodo mediante la relacion de Chades,
obtenemos todas las operaciones aditivas |6gicamente posibles del campo
conceptual de las magnitudes discretas que son en tota 144, y S
aceptamos por razones de equivalencia la reduccion de los casos posibles,
como ya hemos indicado: la de nimero=magnitud a seis, nos quedan en
total 108.

e

Forma canonica NUmero = Magnitud  Relacion Partes-Todo

atb=c Estado, Variacion, Relacion de Chades
Mixta
3 8 6 144
3 6* 6 108
Tablal

Muchas son las preguntas que nos podemos hacer frente a conjunto de
operaciones aditivas |6gicamente posibles del campo conceptual de las
magnitudes discretas. Algunas se pueden concretar en: ¢Se pueden
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describir fendbmenos en los que intervienen cantidades en todas las
relaciones posibles?, ¢Se pueden establecer todas las relaciones dadas por
Chasles entre las partes y € todo con cantidades orientadas ausentes o
presentes, respectivamente? ¢Se pueden y deben hacer particiones mas
finas dentro de este conjunto de operaciones aditivas |ogicamente
posibles?

Veamos algunos gemplos con relacion a la primera pregunta. Los
fendbmenos descritos en (1, (2 y (3 corresponden a los fendmenos
habituales recogidos en la literatura sobre este tema, a continuacion
presentamos posibles gemplosde (4, (5 (6. (Fig. 5)

(4. Rafael tiene 7 canicas en su maletay 5 en su mesa de noche. ¢Cuantas
canicas puede pagar Rafael ?

(5. Rafadl tiene 7 canicas en su maleta y su tia le regala 5. ¢Cuantas
canicas puede pagar Rafael ?

(6. Latiade Rafael leregala5 canicasy é gana 7. (Cuantas canicas tiene
Rafael ?

Con relacion a la segunda pregunta se pueden construir gjemplos haciendo
intervenir cantidades orientadas presentes (positivas) y cantidades
orientadas ausentes (negativas), en los seis casos posibles. (Fig. 3)

Con relacion a la tercera pregunta sobre clasificaciones mas finas éstas se
pueden hacer atendiendo tanto a los aspectos epistemoldgicos, por
gemplo, considerando la operacion como una operacion binaria,
generalmente asociada a la teoria de los cardinales, 0 como una operacion
unitaria, generalmente asociada a la teoria de operadores; 0 atendiendo a
aspectos fenomenologicos, cantidades como estado, variacion o
situaciones mixtas; y, por ultimo, atendiendo a esquema partes-todo con la
presencia de cantidades orientadas presentes (positivas) u orientadas
ausentes (negativas), pero todo ello debe estar relacionado con € trabajo
empirico. No obstante, considerando el trabajo realizado en e campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas absolutas, |a categorizacion
de las mismas desde una perspectiva global en categorias semanticas como
combinacion y cambio parecen adecuadas. De esta manera podemos
organizar las 108 operaciones aditivas |0gicamente posibles en:

Forma NUmero = Relacién Partes
canodnica Magnitud Todo
Combinacion 3 1 6 18
Cambio 3 5 6 90
Tabla?2

Parece razonable incluir (4, (5 y (6 (Fig. 5 dentro de la categoria
semantica Cambio, (2 y (3 estaban ya incluidas por estudios anteriores.
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L asrelaciones asimétricas

Las relaciones asimétricas estan representadas por los grupos Il y 111 del
diagrama aditivo del esquema partes-todo (Fig. 2) y tienen como elementos
organizadores: la forma canodnica de la operacion aditiva que ahoratomala
expresion a-b=c, que nos va a originar 3 casos posibles dependiendo de la
posicion del dato desconocido.

- Las relaciones sustractivas posibles de los fendmenos asociados ahora se
reducen a (1 y (3 (Fig. 5), es decir, a situaciones de comparacion entre
estados o entre variaciones.

- Las relaciones posibles organizadas por €l diagrama aditivo del esqguema
partes-todo mediante |a relacion de Chasles ahora se reducen a (2), (3), (4)
y (5) (Fig. 3), yaquela (1) y la(6) quedan descartadas porgue no facilitan
relaciones de comparacion entre | as partes.

S hacemos intervenir todas las relaciones posibles obtenemos que las
relaciones asimétricas (grupo 1, parte necesitada) 16gicamente posibles del
campo conceptual de las magnitudes discretas son 24.

Formacan6nica NuUmero=Magnitud  Relacion partes-

todo
a-b=c -Estado, Variacion -Chades
3 2 4 24

Tabla3
Anadogamente si hacemos intervenir todas las relaciones posibles para las
relaciones assmétricas del grupo |11 (parte excedida) obtenemos igualmente
24,

Forma NUmero=Magnitud Relacion partes-
canonica todo
a-b=c -Estado, Variacion -Chades
3 2 4 24
Tabla4

Las operaciones aditivas y las relaciones asmétricas y las otras
categorias

Corresponde ahora analizar este modelo de competencias para € campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas con otras organizaciones de
Intenciones parecidas, en particular con las que hemos comentado agqui: las
categorias semanticas y las categorias de Vergnaud. Por problemas de
extension solo vamos a establecer la relacion con algunas categorias S
bien es facil comprobar su validez paralas otras.
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Por glemplo, para la categoria Cambio las 6 situaciones diferentes
estaran identificadas como sigue:

Formacanodnica: Numero=Magnitud Relacion partes-todo Total
atb=c -Mixta (Relacion de Chades)
3 1 2 6
Tabla5
Donde las cantidades representan una situacion mixta determinada por la
relacion (2 (Fig. 5) y la relacion partes-todo viene determinada por las
relaciones (1) (“afadir a’) y (2) (“quitar de”) de Chadles (Fig. 3).
Al analizar las seis categorias de Vergnaud (1982) dentro del modelo de
competencias nos encontramos con la necesidad de reorganizar estas
categorias a encontrar categorias aditivas que no corresponden a este nivel
estructural y problemas formulados en una categoria que corresponderian a
otra, entre otras cosas.
Las categorias I, Il, IV y V corresponden dentro del diagrama aditivo del
esquema partes-todo a las operaciones aditivas (Grupo |), y dentro de éste
a las operaciones aditivas de combinacion, la categoria I, y a las
operaciones aditivas de cambio, las categorias I, IV y V. Lacategorial de
Vergnaud, coincide con la categoria de combinar de Carpenter y Moser
(1983), y en ella solo se admite que €l nimero actle como estado y con
valores positivos.
Las categorias Il, IV y V estarian dentro de las operaciones aditivas de
cambio. La categoria Il coincide con la categoria de Cambio de Carpenter
y Moser (1983).
En la categoria IV: Dos transformaciones se componen en una tercera,
considera 18 dSituaciones diferentes de problemas, identificadas como
sigue:
Formacandnica: Numero= Magnitud: Relacion partes-todo Total
at+b=c *Variacion (Relacion de Chades)
3 1 6 18
Tabla6
Donde las cantidades representan la situacion de variacion determinada
por larelacion (3 (Fig. 5) y larelacion partes-todo viene determinada por
las seis relaciones posibles de Chasles.

Pensamos que este modelo resuelve los problemas que se le plantean a
Vergnaud. Con relacion a la medida, a Stuarse en € marco de las
magnitudes absolutas (escalares) se encuentra con elementos que son
medidas y con elementos que no son medidas y necesita operar con €llos;
de igua manera a comparar medidas se encuentra con medidas en forma
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de estado, como tener 6 canicas y con relaciones estaticas, a veces
denominadas estados rel ativos, como deber 6 canicas, esto genera una gran
cantidad de dificultades en la organizacion del campo conceptual aditivo
de las magnitudes discretas, por ello parece mas razonable situarnos en un
marco mas genera: el de las magnitudes discretas relativas donde todos |os
elementos seran cantidades o medidas.

La transformacion de tiempo que utiliza Vergnaud interviene en algunas
categorias como la Il 0 no interviene como en la | y la Ill. Parece
razonable pensar que la nocion de transformacion lleva implicita la nocion
de tiempo y que ésta estara asociada a las magnitudes discretas enteras en
funcion de que represente un estado (tiempo presente) o una variacion
(tiempo pasado o futuro).

Con relacion alas relaciones estéticas las mantienen en su estado inicial en
la categoria |11, pero cuando intenta que una transformacion actie sobre
ella (categoria V) o bien operar con ellas (categoria V1), se encuentra con
un doble problema: o la reduce a un estado relativo (Pedro debe 6 canicas)
gue corresponderia a problemas de otras categorias o formula problemas
de un nivel diferente, lo que crea una gran heterogeneidad en la
organizacion del campo conceptual considerado.

Consideraciones finales

A lo largo de este trabajo hemos hecho una propuesta de organizacion del
campo conceptual de las magnitudes discretas desde e enfoque de la
resolucion de problemas, situandonos en e subperiodo piagetiano de las
operaciones concretas, donde intervienen los agrupamientos légicos e
infral6gicos, € grupo aritmético Z y lamedicion.

Esta propuesta de organizacion constituye un modelo de competencias
para e campo conceptual aditivo que integra los elementos y relaciones
gue se dan en este campo, permite una nueva clasificacion de las diferentes
situaciones y problemas del mismo, integra y explica resultados de otras
investigaciones y facilitalarelacion con un posible model o de gecucion.

El modelo de competencias presenta de manera unificada las categorias
semanticas del campo conceptual aditivo discreto, no solo desde una
perspectiva l6gico-formal, que se da en las otras categorizaciones, Sino
también desde la perspectiva de las leyes de composicion, de los
fendmenos asociados y de | as estructuras cognitivas implicadas.

En definitiva, hemos considerado bajo una Unica estructura (modelo de
competencias) diferentes conceptos y relaciones, a veces no clasificados
gue regulan e funcionamiento del campo conceptual aditivo de las
magnitudes discretas.
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Hemos caracterizado un modelo de competencias para € campo
conceptual aditivo de las magnitudes discretas relativas, pero seria absurdo
considerar este modelo de competencias como un modelo valido para la
gecucion. Sin embargo, un modelo de gecucion tiene que incorporar un
modelo de competencias como una parte esencial. Los modelos de
gjecucion se pueden construir de maneras diferentes, pero compatibles con
premisas fijas sobre la competencia en la cual se basan.
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